KALKULUS I. GYAKORLAT, MEGOLDASVAZLATOK
F1zika BSc I/1.

1. gyakorlat
1. Abréazoljuk a kovetkezs halmazokat a sikon!
{(z,y) €ER?: x+y <1},
{(z,y) e R? : 22+ ¢y? < 4},
{(z,y) eR?: 22 +y? <4, x+y <1},
{(z,y) eR?: |a| + [y < 1}.

(a
(b
(c
(d

o — —

2. Ha A, B és C adott halmazok, akkor irjuk fel az alabbi halmazokat A, B,C és az U,N,\ halmazmiveletek
segitségével:
(a) E={z: z€Aés (z € Bvagyze€(C)};
(b)y F={z: (xreAésxz € B) vagy z € C)}.
Megoldas. (a) E=AN(BUC);
(b) F=(AnNnB)UC.

3. Igazak-e az alabbi halmazegyenlGségek? Ha igen, bizonyitsuk be, ha nem, akkor adjunk meg konkrét halmazokat,
amelyekre nem teljesiil az egyenl&ség.

(a) (AUB)\ A= B;

(b) (AUB)\C =AU(B\C);

(c) (AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A).

Megoldas. (a) Nem igaz, legyen A = {1}, B ={1,2}. Ekkor (AU B)\ A = {2} # B.

(b) Nem igaz, legyen A = {1,2}, B = {1}, C = {2}. Ekkor (AUB)\ C = {1}, de AU(B\ C) ={1,2}.

(c) Igaz, ugyanisz € (AUB)\(ANB) < z€ (AUB)ésax ¢ (ANB) < vagy xz € A, vagy x € B <
vagy © € (A\ B), vagy z € (B\ A) < z € (A\ B)U(B\ A4).

4. Igazak-e az alabbi allitasok?

(a) (ACBés AcCC) < ACBUC;

(b) (AUC=BUCé A\C=B\C(C) < A=DB;

Megoldas. (a) A balrdl jobbra valé kovetkeztetés természetesen igaz, ugyanakkor visszafelé nem, legyen
példaul B = {1,2,3}, C ={3,4,5} és A ={2,3,4}. Ekkor BUC ={1,2,3,4,5} D A,de AZ B (és A ¢ C).

(b) Itt a jobbrol balra torténd (<) kovetkeztetési irdny teljesiil nyilvanvalé modon, ugyanakkor a masik irany
itt sem kovetkezik. Legyenek a halmazok olyanok, hogy nemiiresek, A, B C C és AN B = (. Ekkor mindkét
feltétel teljesiil, de A # B. Példaul A = {1}, B = {2} és C = {1, 2}.

5. Legyen X egy halmaz, A, B C X. Bizonyitsuk be, hogy

(a) AUB=ANB, (by ANB=AUB.

Megoldas. 1 € AUB < ¢ AUB < 1v¢ Aésaz ¢ B < xc€Aésx€B < z€ ANB. A mésik
allitas bizonyitasa teljesen hasonlé.

6. Legyenek f,g: R — R a kovetkez6 fiiggvények: f(z) = x + 3, g(z) = 2.
fliggvényeket.

Megoldas. fog:R =R, (fog)(x)=22+3. gof:R—=R, (go f)(z) = (z + 3)%

Hatarozzuk meg az fogésa go f

7. Irjuk be a hianyzo fiiggvényeket:

Megoldas.
(@)  fla)=2? ge)=z+1  (fog)(w) = (x+1)2
b)  f@)=x-4  g@)=a+d  (fog)la)=u
(©  fla)=vz glz) = x2 (fo9)(@) = Ia



8.

10.

11.

Legyenek f,g: R — R fliggvények. Igaz-e, hogy ha mindketts injektiv, akkor f + ¢ is injektiv?
Megoldas. Nem igaz. Legyen f(z) = z, g(x) = —z. Mindketts injektiv, de (f + g)(z) = 0 nem injektiv.
Mely fiiggvények injektivek? Amennyiben létezik, adjuk meg az inverzét!

(a) f:[0,1] = [0,1], f(z) =V1—a?
(b) g:R—=R, g(z) =2’

(c) h:RY =R, h(x):x_é;
(d) k:R\{0} =R\ {0}, k(x):é.

Megoldas. (a) Ha v1-—22 = /1 -2 akkor 1 —2? = 1 —y? <= 2% = y?, amibél kovetkezik, hogy

x = y (hiszen csak a [0,1]-en vagyunk), tehat f injektiv. Mivel az y = f(z) egyenlet minden y € R(f)-re

egyértelmiien megoldhato, igy van inverz. Az y = v/1 — 22 egyenletb6l z = /1 — 42, azaz f~!:[0,1] — [0, 1],

f~1(z) = V1 —22. (A fiiggvény inverze 6nmaga.) (b) A fiiggvény injektiv (23 = y* <= z = y). Mivel az

y = f(x) egyenlet minden y € R(f)-re egyértelmtien megoldhato, igy van inverz. Az y = 23-b6l = és y szerepét

felcserélve, majd y-t kifejezve kapjuk, hogy g~ !(z) = /x. (c) A fiiggvény injektiv, tegyiik fel ugyanis, hogy
2

h(z) = h(y), azaz x — 1/ = y — 1/y <— % = y771 <~ (z—y)(ay+1) = 0. Ez a h értelmezési

tartoményéan csak agy lehet, hogy * = y. Minden y € R esetén az y = h(x) egyenlet egyértelmien megoldhato,
hiszen y =z — 1/z <= 2> —2y—1=0. Ebb6l z12 = vV ”2yz+4, vagyis mindig két gyok van és itt pontosan

az egyik gyok lesz az értelmezési tartomany eleme. Az inverz itt is az © = h(y) egyenletbdl szamolhato, y-t
kifejezve: h=1: R — R, h~1(z) = TV +d,

(d) A fiiggvény injektiv, ugyanis % = %—bél x = y kovetkezik. Mivel az y = f(x) egyenlet minden y € R(f)-re

egyértelmiien megoldhaté, igy van inverz. Az y = % egyenletbdl x-et kifejezve: z = i, vagyis k inverze 6nmaga.
Legyen f: R — R adott fiiggvény. Hatérozzuk meg az f~!([4,9]), f~1([-1,0]), f~! (|-2, —1]) halmazokat, ha

(a) f(z)=a%

(b) f(z) =sinz.
Megoldas. (a) f_l ([4,9]) = [-3,-2] U [2,3], f_l ([-1,0]) = {0}, f_l ([-2,-1]) = 0.

(b) f7H([4,9) =0, 1 ([=1,0]) = Upezl @k + D), 2k + 2)7], f71 ([-2,-1]) = {7 +2kn: k€ Z}.

Legyen f: R — R egy fliggvény, A, B C R tetszéleges halmazok.

(a) Mutassuk meg, hogy
i. AcC f7H(f(A));
i. f(f~%(B)) c B.
(b) Adjunk példat arra, hogy a fenti tartalmazésoknal &ltaldban nincs egyenlGség! (Nézziik meg az el6zd
feladatot.)

Megoldas. (a) Legyen z € A, ekkor az Gskép definicidja szerint z € f~*(f(A)), hiszen f(z) € f(A). Itt
altaldban a két halmaz nem egyenls, pl. az el6z6 feladatbeli f(x) = 22 fiiggvény és A = [2,3] halmaz esetén
f(A) = [4a 9]7 fﬁl(f(A)) = [_37 _2] U [2a 3] 7£ [2’3]'

(b) Haz € f(ffl(B)), akkor van olyan y € f~(B), hogy f(y) = x. Masrészt y € f~(B) azt jelenti, hogy
f(y) € B, azaz * € B. Altalaban itt sincs egyenléség: ha f(z) = 22 és B = [~1,0], akkor f~%(B) = {0},
FFH(B)) = f({0}) = {0} # [-1,0].

2. gyakorlat

. Mivel egyenl6k az alabbi szamok?

Megoldas.
1 1 2 3
log, 16 =4, logg3 = 3 logg6 =1, logs6° =6, 29823 =3 sin% =5 sin% = g, sing = g,
T L2 V3 . Ar V3 . bm V3. 297 1 . —20107
sm—=1, sin—=—, sint=0, sin—=——, sSD—=——, sin— = -, sin——— = —1,
3 2 3 2 3 2 6 2 4
£ L L Y S | log, & = —1 V20107 = —1
- =— - = — =— — = sgnlog: — = — Sgn sgn cos m=—1.
g \/§7 g4 ) g 3 ) g 4 ) g g% 9 ’ gn sg



. Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket! Melyek lesznek parosak, paratlanok, periodikusak? Mi az értelmezési tarto-
many?

20 -5 x—=6-—2, z—22-3, z— (x—3)% zm6x—2% 2z sgn(6r—2?),

1 —2z — 11

- — —
T ety T r+3

1 x+2
;=27 pe2T pes logg o, x>—>5<2> -1,

T 0
T cosT, T+ cos2x, :E»—>2cos§—27 T COoST, m|—>cos<2x+§), x»—)’cos|x|{.

. Abrazoljuk a trigonometrikus fiiggvények inverzeit! Mi az értelmezési tartoméany és az értékkészlet?

(),

—1
arcsinz = (sin | -z 1]) (z), arccosz = (cos ‘[o 7T])—1
272 ’

1 _
arctgx = (tg](_%%)) (r), arcctgr = (ctg‘(oﬂr)) ().

Megoldas.

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

(a) z — arcsinz (b) x — arccosz (¢) z— arctgz (d) & — arcctga

3. gyakorlat

. Mi a hatérértéke az alabbi (a,,) sorozatoknak? Definicié alapjan adott € > 0-hoz adjunk meg ny € N kiiszébin-

dexet is. . 6 .
() an= () 4= nt

S lln-5
Megoldas. (a) A sorozat hatarértéke 0. Legyen ugyanis € > 0 adott, ekkor

1
=—<¢e <= Vn>1/e <= n>1/%

1
n—al=|—7=-0
o ‘ Vi ’ Vi
Tehat az ng := [1/e2] + 1 kiiszobindex-valasztés j6 lesz.
(b) Ennek a sorozatnak a hatarértéke 6/11. Legyen € > 0 adott, ekkor

6n+7 6| |11-(6n+7)—6-(1ln—>5)] 107 <s<:>n>ﬁ+ 107
121n — 55 © 121n—55 121 121-¢’

11ln—5 11|

azaz |a, — 6/11| < € teljesiil, ha n nagyobb, mint a jobb oldalon 4ll6 (e-t6l fiiggd) szam.

. Hatarozzuk meg az alédbbi sorozatok hatarértékét a hatérérték és a miveletek kozotti szabalyok segitségével!

@ 1+t o0 2@ 2(el). @ 2

n n n2+1

Megoldas. (a) A sorozat a b, =1ésc, =+

- sorozatok Osszege, igy a hatéarértéke ezen sorozatok hatarértéke-
inek Gsszege: lima, =14+0=1.

(b) A sorozat a b, = - sorozat kétszerese, igy a hatarértéke a (b,) sorozat hatarértékének kétszerese: lima,, =
2-0=0.

(¢) A sorozat a b, = % éscp, =1+ % sorozatok szorzata, igy a hatarértéke ezen sorozatok hatarértékeinek
szorzata: lima,, =0-1=0.

(d) A sorozat a b, = /2 és ¢, = n? + 1 sorozatok hanyadosa, igy a hatarértéke ezen sorozatok hatarértékeinek

hanyadosa: lima, = +%.o =0.



3. Hatarozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

(a) n+2 ) 2n%2 —-3n—>5 (© vVn2+34+2n
3n—4 6 —n2 3n+5
3" =527 32n 4. onH3 2n! + 3"
(d) n n+5 (e) n __ n+1 6 (f) 2 _ |
2.3+ 1,8 5 2-9 +n 5n 14+ n!
Megoldas.
(a)
. onA42 o 1+2 140
lim = lim T ==z
n—>003n—4 n—>oo3—; 3—0 3
(b) 2 3 5
2n* — — 2—2 -3
lim i 3n =5 = lim n_n® _ _9
n—o00 6—n2 n—o00 6 _ 1

. 3n—5.9m L 1-5-(3)" 1
hm —_—— = =
n—oo 2 - 3" + 1, 8n+5

= lim ——=— = —.
n~>002—|—1,85076n 2

I 32— 4. 2nH3 . 9" —-32.2"
m =

-32-(2)" 1
1 1m =
n—oo BN — 2. 9ntl 4 n6  noco 57 — 18- 9n 4 b

1
nhoe (BT 18+ 18

R L 2+ 3% 2
lim = = : =-=2
n—oo5n? —1+mnl  nooopniy_ Lopq 1

4. Hatérozzuk meg az alabbi sorozatok hatarértékét!
(a) vVn+1—+/n, (b) Vn?46n+1—n.

Megoldas. A, 00 — oo’-tipusu kifejezést az alabbi modon alakithatjuk at:
(a)

nh_}rr;o (\/n+ —\/ﬁ) =nli_)ngo(\/n+ _ﬁ).m:"&%mzo

(b)

1 6+ 1
lim (\/n2—|—6n+1—n): lim bn + = lim t o :§:3.
n—o0 noooyn?+6n+1l4n moee fy 6 1 g 2

5. Bizonyitsuk be, hogy minden konvergens sorozat korlatos. Igaz-e a megforditas?

Megoldas. Ha (a,,) konvergens, akkor létezik olyan a € R, hogy minden € > 0-hoz létezik ng € N, hogy minden
n > ng-ra |a, — a| < e. Rogzitsiink egy tetszéleges € > 0-t, példaul legyen ¢ = 1. Ekkor valaszthat6 hozza egy
olyan ng kiisz0bszam, hogy a sorozatnak a néla nagyobb indexd elemei az (a — 1,a + 1) intervallumban vannak,
azaz ezen az intervallumon kiviil legfeljebb véges sok tagja lehet a sorozatnak (az aq,as, ..., an,—1 lehet kiviil).
Ha M-mel jeldljiik az els6 ng — 1 tag maximumat, m-mel a minimumét, akkor a sorozatnak felsé korlatja lesz a
max{a + 1, M} szam, also korlatja pedig a min{a — 1, m}.

A megforditas nem igaz, az a,, = (—1)" sorozat korlatos, de nincs hatarértéke.



4. gyakorlat

A hatéarértékek kiszamitasakor jo Otletnek tiinhet, hogy egyszertien ,megprobalunk behelyettesiteni”, de ez altala-
ban nem hoz sikert, pl. mert 0/0 tipusti erdedményt kapunk. Ilyenkor egy iigyes atalakitas segithet (algebrai, vagy

trigonometrikus azonossagok).

1.
22 —1 x2 -1 x?—1
m -— =7 m -— =7 i -~ =%
Mmoo Mgp—, g7
Megoldas.
21 -1
lim —— -y,
50222 —x —1 -1
i 22— 1 (x—1)(x+1) — lim (z+1) 2
e51202 —x — 1 a=12(x—1)(z+1/2) «=12(x+1/2) 3’
| 22 —1 | % 1
im = 1 = -
otoo 202 —x —1  amteo2 -1 L9
2.
. 22—z —6 . 22 —x—6 . 22 —x—6
lm —————— =7 lm ————— =7 lim —————— =7
z—=1 g — 222 + 10 z——2 3 — 222 + 10 z——o0 ¢ — 222 + 10
Megoldas.
I 22—z —6 —6 2
m-—=—=——;
a1 2 — 222 + 10 9 3’
. 22 —x—6 ) (x+2)(z —3) . xz—3 5
hm —_— = 1m — hm = —=;
e——2x — 222+ 10 a—=-2 (x+2)(-22+5) +—=-25-—2 9
. 22—z —6 . 1—%—1% 1
im ———— = lim —2%—% = ——,
z——oo x — 222 + 10 wﬂfoo%—2—|—i—g 2

3.

. Vit ax -2 . V1+22-3 . VT +13 -2y +1
lim —m—— =7 lim —————— =7 lim =7
z—0 T z—4 L\ Jr—2 z—3 2 -9

Megoldas.

. 4+x—2 Do VA+ -2 JA+zxz+2 . T . 1 1
lim ——— = lim . =lim — = lim — = —;
z—0 x z—0 T Vitz+2 a=20x(Vi+x+2) 2204+ 4+2 4

1im@_limm—3.m+3_hm 2z — 4) B
a=d Jr—2 et Jr—2  JI+20+3 e=d(Yz-2)-(VI+22+3)
2vVr-2)(Vr+2) . 2/E+2) 8 4

254 (Vi—2) (VIt2x+3) ooiyIt2s+3 6 3

VT +13-2yx+1 VT H13 -2V +1 Ve +13+2V/x+1
lim = lim . =

23 2 -9 73 22 -9 Vi+13+2y/z+1
—3(z — 3) , -3 1

= lim

53 (22— 9) (Ve B12va 1) a5 (x+3) - (VerB+2v/z 1) 16

4
n_1 n 1
limglj =7 limglj =7
z—1 x —1 z—1gxm — 1
Megoldas.
n_1 — Dzt ... 1
i Ol gy @ZDET D i ey 1) =
rx—1 1 — ]_ z—1 €xr — ]_ r—1
-1 . z-1 xz-1 1 n
slzm—1 251 z—1 xmfl_n m  m

ot



1—cosz . sin2zx . tgx —sinz

lim 5 =7 im — =7 lim — =7
z—0 €T z—0 sin bx z—0 sin® &
Megoldas.
. 2
. 1—coszx . 1—cosx 1+cosxzx . 1—cos?z . sinx 1 1
hm72: lim 5 . =lim ———— = lim . = —.
a0 T =0 T l4+cosz 2-0z2(l4cosz) =220\ =z 14+cosz 2
sin 2x . sin2x 5 2 2
im — = lim - — ===
z—0 8inbx =0 2x sindxr 5 5
. tgx —sinx
lim =——s— =
z—=0 sin” x
1 l—cosz
. - . . 1 —cosx . 1 1
= lim <=5 = lim —%-— = lim =lim ——F— = —.
z=0 sin“z z—01—cos?x x50 (1 —cosz)(l+cosx)cosx =2—0 (1+cosz)cosx 2

6. Mi legyen A értéke, hogy f folytonos legyen az x = 2 pontban is?

xz—2

AL 2
fay={ wos M7

A, ha =z =2.

Megoldas. A megadott fiiggvény (amely az egész R-en értelmezett) akkor lesz folytonos = 2-ben, ha az ottani
hatarértéke megegyezik a helyettesitési értékkel. Mivel
x—2 . x—2 1 1

1. 7:1 :1. —_— =
2 =8 a2 (- 2) (22 +2r+4) a2z’ f2w+d 12

ezért f folytonos lesz x = 2-ben, ha A = 1/12.

5. gyakorlat

1. Mutassuk meg a definicié alapjan, hogy a kovetkezd fiiggvények minden a € R pontban differencialhatok és
szamitsuk is ki a derivaltakat:

(a) f(z)=2a", n>1 egész, (b) h(z) =sinz
Megoldas.
n __ 4n _ n—1 n—2 n—1
fa) = lim =——% = lim (z-a)@™ +o" ot ta ):lim(m”_1+...+a"_1)Zn-a"_l;
r—a T — a T—a xr—a T—a
inx — si 2 - cos £ . gin 222 sin £-¢
h(a) = lim 20Ty 2 2 = lim ——2 -costra =1-cosa = cosa.
T—a r—a T—a T —a z—a ISR 2

2. Derivéljuk az alabbi fiiggvényeket, felhasznalva a derivalasi szabalyokat.



Megoldas.

(z—=b)+(x—a)-1=2x—a—0b,
2z _2(1—m)+4m2_2(1+x2)

@) <1—a:2 BT

1

@) Vo) =5,
0 () -t )

(1-2%)° (1-2%)",
(j) (cos2x —2sinz) = —(sin2zx) -2 —2-cosz,
)

(k) ((zsina+ cosa)(xcosa —sina)) = sina(z cos @ — sin «) 4 cos a(x sin a + cos o) = x sin 2a + cos 2¢,

sin? 2sinxcosacsingv2—2xsinzaccos:r2
smﬂv2 - sin? 22
m) () = () - (-2m),
1 1 1
Inlnlnz) = P
(n)  (Inlninz) Inlnz Inzx 2’
(0) (1 ¢ x)’ 1 1 1 cos3 1 1 1 1
o) n — — . P— . P— — .
&9 tgd cos?§ 2 sing cos?% 2 2-sinfcos§  sinz

. Legyen f(x) =xz(z —1)(x — 2)(z — 3)(xz — 4). Mi lesz f'(0) ?

Megoldas. Mivel kiilon-kiilén mindegyik tényezs derivilja 1, a szorzatfiiggvényre vonatkozé derivélasi szabaly
szerint a derivalt egy Ottaga Osszeg lesz, minden tagbdl pontosan az egyik tényezd ,hidnyzik” (amikor 6t deri-
valjuk, a tobbihez pedig nem nyulunk). Az 6t tag mindegyikében fog szerepelni az z-es szorzo, kivéve egyet.
Emiatt f'(0) = (z — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)|,_, = 24.

. Az inverzfiiggvény derivalasi szabalyat hasznédlva szamitsuk ki az aldbbi fliggvények derivaltjat (ahol értelmes):

(@) flz)=<z  (b) g(z)=arctga.

Megoldas. Mivel az 2", illetve a tga fliggvények derivaltjat mar tudjuk, az inverzfiiggvény derivélasi szabalya
szerint

1 1 —n 1
({l/%)l = o :—blT :7_b%—1
z=b . (%) n n
(arct ), 1 1 1 1
arctgx = = = — = .
z=b tg/(a) a=arc tgb ﬁ a=arc tgb 1+ tg2 (a) a=arc tgb 1+ b?

. Mennyi az f(z) = sinz + x fiiggvény inverzének derivaltja a b =1+ 7 pontban?

Megoldas. Ha f invertalhato, differencidlhaté az a pontban és f’(a) # 0, akkor f~! differencialhaté a b = f(a)
pontban és (f~1)'(b) = % = W Ezt alkalmazva
1 1

(fil)/(l_kg):f/(ﬁ/?):1+Cosx =1

r=m/2




6. gyakorlat

1. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot!

o 1 !
1422 B x Tl — g2

(@) flz)=3z-2%  (b) g(v)

Megoldas.

(a) A fiiggvény egész R-en értelmezett, zérushelye van a —v/3,0,+/3 pontokban, lim f(z) = oo, lim f(z) =
Tr—r—00 Tr—r00

—oo. f!(z) =3 =322, f"(x) = —6x, f"”(x) = —6. A derivalt zérushelyei (lehetséges lokalis szélsGértékhelyek):

—1,1, amasodik derivalt zérushelyei (lehetséges inflexios pontok): 0. Mivel f polinom, ezért mindenhol folytonos.

Az alabbi tablazat segit eldonteni f alaki tulajdonsagait:

z | (—o0,—1) -1 (—1,0) 0 (0,1) 1 (1, 00)
() — 0 + + + 0 —
f(x) —+ + + 0 - — -
f(z) AV lokalis Ve inflexios Ve lokalis N
konvex minimum | konvex pont konkédv | maximum | konkiv

A derivalt mindkét zérushelyén lokalis szélsGérték van, mert ott a masodik derivalt nem nulla. Az x = 0-ban
inflexiés pont van, mert a harmadik derivalt ott nem nulla (illetve a 0-ban a fiiggvény konvexbdl konkavba valt
at). A rajzhoz még szamoljuk ki a fiiggvényértékeket az © = +1-ben, azaz a lokalis minimum és maximum
értekeit: f(—1) = —2, f(1) = 2. A fliggveény értéekkészlete az egész R.

y aty

(e) f(z) =3z —a® (£) 9(z) = 1752
(b) A g fiiggvény mindenhol értelmezett, nincs zérushelye, lim g(z) = lim g(z) = 0. Rovid szamolasal
r—r—00 Tr—00

adodik, hogy ¢'(x) = (14:%)'“ g’ (x) = % Ennek megfelel6en a derivalt zérushelye az = 0, a masodik

derivalt zérushelyei az x = —1/\/§, 1/\/3 pontok.

z | (=00, ~1/V3) | ~1/V3 | (-1/V3,0) 0 (0.1/v3) | 1/v3 | (1/V3,00)
() + + + 0 - — —
1 (z) + 0 — — — 0 +
f(x) Ve inflexits Ve lokélis N inflexios N
konvex pont konkéav maximum konkéav pont konvex

Valoban inflexiés pontokrol van szo, mert a fiiggvény konvexbdl konkavba valt azokban a pontokban. A fiiggvény
értékei az inflexios pontokban, illetve a lokalis szélsGértékhelyen: f(0) = 1, f(+1/v/3) = 3/4. A fiiggvény egy
racionélis tortfiiggvény, amely mindenhol értelmezett, igy mindenhol folytonos. Mivel zérushely nincs, a végte-
lenbeli limeszekbdl és a szélsGértékhelyen felvett értékbdl a folytonssag miatt kdvetkezik, hogy g értékkészlete a
(0, 1] intervallum.

(¢) A h fiiggvény mindenhol értelmezett, kivéve az x = 0 pontot. Ett6l a ponttol eltekintve mindenhol méashol
folytonos. Zérushelye nincs. lim h(x) = —oo, lim h(z) = oo, lim h(z) = —oco, lim h(z) = co. Az elsd és
T——00 T—>00 z—0— z—0+

masodik derivaltak: h'(z) =1 — %, h”(z) = Z. A derivalt zérushelyei: —1 és 1, a méasodik derivaltnak nincs
zérushelye.



x | (—o0,—1) -1 (-1,0) 0 (0,1) 1 (1,00)
f(x) + 0 - - 0 +
1 (x) — — — + + +
f(x) N lokalis Ny nincs ¢ lokalis N
konkav maximum | konkiv | értelmezve | konvex | minimum | konvex
h(=1) = =2, h(1) = 2. A végtelenbeli és a szakadasi pontbeli hatarértékeket figyelembevéve, a fliggvény

értékkészlete a (—oo, —2] U [2, 00) halmaz.

(d) A k fiiggvény értelmezeési tartoméanya a D(k) = R\ {—1,1} halmaz, tovabba D(k) minden pontjaban foly-

tonos. A limeszek foo-ben és £1-ben: lim k(z) =0, lim k(xr) = —oo, lim k(z) = oo, lim Ek(x) = oo,
r—Foo rz—1+ rx—1— r——14+

6:62+2

mﬁhIfnlf k(x) = —oo. Zérushely nincs, k(0) = 1. A derivaltak: k'(x) = (172%7 E'(x) = (s A derivalt
egyetlen zérushelye = 0, a masodik derivéaltnak nincs zérushelye D(k)-ban.
xz | (—o0,—1) -1 (—=1,0) 0 (0,1) 1 (1,00)
() — — 0 + +
f"(z) - + + + -
f(z) N nincs ¢ lokalis e nincs N
konkév értelmezve | konvex | minimum | konvex | értelmezve | konkav

A 0-ban lokalis minimum van, mert a masodik derivalt pozitiv, a minimum értéke k(0) = 1, ez viszont nem globalis
minimum, hiszen a szakadasi pontokban van —oo hatarérték is. Az értékkészlet az R(k) = (—o0,0) U [1,00)
halmaz.

(&) hiz) =2+ 1/a

2. Hatarozzuk meg az alébbi fiiggvények lokalis és globélis szélsGértékhelyeit!
(a) (b)

Megoldas. (a) f'(z) = 2 — 423, ennek a zérushelye zo = 1/4/2. Tehat ebben a pontban lehet lokalis
szélsGértékhely. Mivel f”(zg) < 0, ezért xg-ban lokalis maximum van, a maximum értéke f(zp) ~ 1,19. Ez
egyben globalis maximum is, mert a fiiggvény limesze a +oo-ben —oo.

(b) f'(x) = e*(sinz +cosz), f’(x) = 2e"cosz. Ott lehet lokalis szélsGértékhely, ahol f'(x) = 0, azaz az
x = 3% + k7 pontokban (k € Z). A masodik derivalt elgjele ezekben a pontokban péros k-ra negativ, paratlan k-
ra pozitiv. Ebb6l kévetkezGen f-nek lokilis maximuma van az x = ?jf + 2l helyeken és lokalis minimuma van az
z = 3% 4+ (214 1)7 pontokban (I € Z). A fiiggvénynek azonban nincs globalis maximuma, illetve minimuma, mert
f értékei a lokalis maximumhelyeken végtelenhez tartanak, a minimumbhelyeken felvett értékei pedig —oo-hez.
Példaul a maximumhelyeken
ﬁe%’r—kﬂﬁ
2

f(z) =2z — 2%, g(z) = e sinwx.

fa®) ) = — o0, hal — oo.

3. (a) Egy f:[-1,1] — R fiiggvényre f'(0) = 0. Igaz-e, hogy a 0-ban lokalis szélsGértéke van?
(b) Egy f:[-1,1] — R fiiggvényre f”(0) = 0. Igaz-e, hogy a 0-ban inflexiés pontja van?
Megoldas. Egyik sem igaz. Az els6 esetben az f(x) = 23 fiiggvény szigortian monoton néve, igy nyilvan nincs
lokélis szélsGértéke az x = 0-ban, bér ott a derivaltja 0. A (b) részhez az f(z) = z* fiiggvényre f”(0) = 0, de
sehol sincs inflexios pontja, hiszen végig konvex.



. 2
4. Irjuk fel az f(z) = cosz + —; fiiggvény érintGjének egyenletét az xo = 2 pontban.
x

4
Megoldas. Az érint§ egyenlete az xo pontban: y = f'(zo)(x — xo) + f(x0). Mivel f'(z) = —sinz — — &s
x

f(2) = cos2 4 1/2, ezért a keresett érinté egyenlete

1 1
y:—(sin2+2) (x—2)+cos2+§.

; 1
5. Irjuk fel a k(z) = T— 2 fliggvény érint&jének egyenletét az xg = 2 pontban. Huzzuk be ezt az egyenest az 1.
—x
(d) feladat abrajabal!

2
Megoldas. Az érint6 egyenlete az xy pontban: y = k'(xo)(x — zg) + k(zo). Mivel ¥ (z) = ﬁ és
-z
4 11
k(2) = —1/3, ezért a keresett érinté egyenlete y = 3" 9
6. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények derivaltjait.
Megoldas.
(z®) = (e“"ln“’)/ =evine. (111:17 + E) =z% (lnx+1),
x
1
(Insinz) = —— - cosz = ctgz,
sin x
Ine\’ 1 1
1 = (—) =- L
(log,.€) (lnx) In*z z’
(1n (e + 1+2x))/ ! (z-‘rl ! 2 2)
nle e =—— |+ -———= "2,
(e* + V1 +e2) 21 +e2
Vit +z
' 1 1 2 N 11
arctg(x—i— 1+x2)): ~(1+- ): =_. .

( 14 (z+ Vit a?)’ 2 Vitar) 21+ a? (a4 V1+a?) 2 1422

7. Legyen

z2, ha =<1
f(x):{cwc—l—b7 ha x>1

Hogyan kell megvalasztani a és b értékét, ha azt akarjuk, hogy f differencidlhaté legyen xg = 1-ben is?

Megoldas. A fiiggvény két részbdl van Gsszerakva, egy paraboladarabbdl és egy félegyenesbdl all. Azt sze-
retnénk, hogy a fiiggvénygrafikon két része ,csatlakozzon” (azaz f legyen folytonos) és a két darab illeszkedése
legyen ,sima”, ne toérjon meg (azaz legyen f differencidlhato). A folytonossaghoz az kell, hogy a jobb és bal oldali
hatarértékek megegyezzenek, azaz

wEarvIé— f(fI?) B xl—lgl— = 1 —a + b B wl_l}l’{l_’_(al' + b) B wglgfl)-i- f(l'),
azaz 1 = a + b-nek teljesiilnie kell, hogy f egyaltalan folytonos legyen. A masik kévetelmény a jobb és bal oldali
derivaltak egyezése, azaz

| . ar+b—(a+0b)
a= lim ——=
z—=1— . —1 r—1+ rx—1

Il
[N}
Il

= f4 (1),

azaza=2ésb=1—-a=1—-2=—1.

10



7. gyakorlat
1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket L’Hospital-szaballyal.

sin ax chx — cosx

z(e®+1)—2(e” — 1)

=7 i - = =7 i =7
(a) 250 sinbr (b) allg%) x2 ' (c) alzlg%) x3 '
In cos ax
i —? i T _9 9
(d) mli\rél+xlnm 7 (e) wgrg+z 7 () lim o =T
Megoldas.
(a) sinar macosamig
Yo% sinbr 250 bcosbr b’
. chx —cosx shz +sinz . chxz+cosx
(b) hH(l) 5 = 111%)27:11%#:1;
x(e®+1)—=2(e"—1) . we®—e"4+1 . xe” e 1
(©) lim pe ST T e TN T 6
1 1
(d) lim zlnz= lim 2 fim i: lim (—z) =0;
x—0+ x—0+ ]_/{E x—0+ —]_/:Ez x—0+
() lim 2% = lim e*"® = ¢ = 1;
x—0+ x—0
1 . 2_ 1
() lim In cos ax — tim o (— Sl.nafv)a — lim atgar _ cosTar _ a?cos®br j
z—0 In cos bz z—0 ﬁ(— sin bl‘)b z—0 btg bx z—0 b2 Cosé " 2—0 b2 cos2 ax b2
2. Irjuk fel az alabbi fiiggvények n-edfokt zo-koriili T}, ., () Taylor-polinomjat.
(a) f(z) =e®, Too(z) =7
(b) g(z ):V1+JC Tr () =
(c) h(z) =a", Toa(z) =7
Megoldas.
6
B ™oy B " o 2® ozt a® b
(a) Tf,ﬁ,o(x)_n; T —;H—1+x+§+ TR TR Rk
(n) 2
N9 2T
(b) Tg7270($)—7;) n' xr —1+§—§,
2, (1)
© Tuoa@ =" e =14 @02 @12
n=0 ’

3. Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb mekkora hibéat kdvetiink el az aldbbi kozelité formulaval:

. x3 E[ 11}
inr~r—— —=,=].
sing ~ @ — x 53

Megoldas. Hasznéljuk a Taylor-formula Lagrange-maradéktagos alakjat. Eszerint ha f legalabb (n + 1)-szer

differencidlhaté az a pont egy kornyezetében, akkor

f(nJrl)(g) (IC o a)n+1
(n+1)! ’

f(x) =Tf, 0, a(2) +

ahol £ egy a és x kozotti érték. Az f = sin fiiggvény akarhanyszor differencialhato és a megadott kozelits formula
3
éppen T, 3 o(), s6t, mivel a fiiggvény negyedik derivéltja a 0-ban sin 0 = 0, ezért valojaban x — % = Ty 4 o(x)

is igaz. Mivel |z| < 1/2, ezért

sinx — x—x—g
6

f(5)(§)

X

|f(@) = T, 4, 0(2) —’

1 1 /1
(EETERIE

!
T 3840°

4. Szamoljuk ki e értékét legalabb 4 tizedesjegy pontossaggal csak a négy alapmivelet felhasznalasaval!

Megoldas. Az e® mar kiszamolt Taylor-polinomjat hasznalva

1 < <107* <

~ (n+1)!

e .
—x
(n+1)!

" =T, o(@)| =

11

sh+1)!>3-10"ent+1>8n>T.



Tehat e egy jo kozelits értéke:

7
1 1 11 1 1
=T, o) =S "= =1+1 Sy — 2,718253968,
€ o) Zk. + +2+6+ 17120 T 720 T 5000

ami a pontosabb e = 2, 718281828 értékkel 6sszehasonlitva az els6 4 tizedesjegyben valoban megegyezik.

8. gyakorlat

1. Az alapintegralok felhasznaldsaval szamoljuk ki a primitiv fiiggvényeket.

Megoldas.
5/3
/v3x2dx:/ 2/3dx—x5%+0— Vb 4 C;
3/10 17/15 15
VT Y VAL I _ 0T L o
/ 176 dx—/x dx—17/15+0—17 17+ C;

(¢) /(651113:—1—50083:) dx:6/sinx da:+5/cosac dz = —6cosx + Hsinx + C;

. 2
1-—- 1
(d) /thxdx:/z;r;;; dx:/% dx:/coszxdx—/l dz =tgz —x + C;

5 2 2 w2
(e) /ﬂ dx:5/w dsz/(cosw—sinx) dz = 5(sinz 4 cosz) + C}
Sinx + cosx cosST +sinx

5 5 1 5
_ 2 e =-2 — dr=-2arctgz+C
(£) /2+2x2 . 2/1+x2 T=garctgr

2. Az [ f(az 4+ b) dz = LF(az + b) + C formulat hasznalva szamitsuk ki a primitiv fiiggvényeket.
Megoldas.

(a) / dz =In|x +a|l+ C;

T+ a
12z —3)" (2z —3)!"
10 \&r —9) _\et=9) .
(b) /(Qx 8)!0 da = S 4 C 5+
57 3 _ 2)2/5
/w dx:/(l—x)3/5dx=—(1275)+C=—;(1—$)2/5+C

3. Szamoljuk ki az alabbi f™(x)f'(z) és % alaku integrandusok primitiv fiiggvényét.
Megoldas.

1 1(2 3 42 92 3 42
(a) /m2(2x3+4) dm:7/6m2(2$3+4) do= LEADT o QYT
6 6 2 12
.2
(b) /Sinxcosxdx:SH;x+O;
;.6 .6
(c) /sin4xsin2x dx:2/sin5xcosx dp = o3 T 40 = SH; x—l—C;
4sinx 4 —5sinz 4
d = de=—- | ———— de=—-Inf5 4l & C-
(@) /5c0s1:+4 v 5/5cosx—|-4 * 5 n|5cosz + 4| + C;
1 1
(e) / da:—/ /Idx—ln\lan—C
rlnz In

4. Primitiv fiiggvény kiszamitasa parcialis integraldssal.

12



Megoldas.
(a) /336796 de = —ze ™™ + /671 de = —ze ™ —e 7 + C
(b) /xcosx dx:xsinx—/sinx dz = xsinz + cosz + C;

1
(c) /lnxdx:/l-lnxdx:xlnx—/x-fdx:xlnx—x—i—C;
x

(d) /arctgm dx:/1~arctg:c dz =

1 2 1
zxarctg:v—/lfiﬁ d$=$arCtg$—§/ﬁxxzzxarctga:—§ln(1+x2)+0;

() / €27 sh(4z) dz = 62; sh(dz) — 2 / €2 ch(dz) dz = % sh(4z) — 2 (fc ch(4z) — 2 / €27 gh(4z) da:) -

= e (Sh(;x) - ch(4x)) +4/e% sh(4zx) dz.

A kapott egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

/e% sh(4z) dz = —? (sh(24x) - ch(4x)> +C.

13



9. gyakorlat

1. Szamitsuk ki az aldbbi integralokat alkalmas helyettesitéssel, vagy akar mas moédon is.
Megoldas.
(a) At =/z helyettesitéssel z = t> = dx = 2t dt, igy

/eﬁ dx:/et-Zt dtzZ(tet—/et dt) =2t (t—1)+C =2eV"(\Jx — 1) + C;
(b) At =(2/3)x helyettesitéssel x = (3/2)t = dx = 3/2 dt, igy

3/2 1 1 2
/ = —arcsint+C = Zarcsin (333) + C;

/\/ 6716x2 / /1 /\/1—152 4
(c) A t= /7 helyettesitéssel x = t? = dx = 2t dt, igy

1 2t 2
— = [2- = dt=2-2In|l =2yz —2In(1
/1+\/5d /th / S dt=2—2I[l+4+C Vz —2In(1+z) +C

(d) At =x/5 helyettesitéssel x = 5t = dx =5 dt, igy

1 1 1 1 5 1 1 e
— dr=— [ — dr=— [ dt=arctgt+C == t(—) C;
/25+x2 T 1+ (2)? YT )1t parctgt+ o= garctg (7] +

de
(e) A t=e” helyettesitéssel t =Int = dx = - igy

/ G /t2 L /1 L dt—t— [l 4t+C =" — (e +1)+C
T = R = - =t—1n =¢e* —In(e .
1+e 1+t ¢t 1+t ’

(f) At =arcsinz helyettesitéssel x = sint = da = cost dt, igy

1
/\/lfx2 dx:/\/1fsin2tcostdt:/cosztdt:5/1+c082tdt:
1 in 2t 1
:(t+sm )+C:2(arcsinx+m\/1—x2)+0;

2 2

(g) A t= 1+ 23 helyettesitéssel x = /13 — 1= da = (t3 —1)72/3 .2 dt, igy

4
/xQdez/(t3—1)2/3t-t2(t3—1)—2/3 dt=/t3 dt=%+0

1
T+ e

(h) At=ux—1 helyettesitéssel z =t +1 = dx = dt, igy

3 t+1)3 34+ 3t24+3t+1
T g — (t+1) gt — +3C 3L t _
(.13 _ 1)100 thO thO t97 t98 t99 thO

11 3 1 3 1 foo
796 96 97 97 098 98 99 t99

(1o v 03 1 3 111\,
\96 (z—1)% 97 (x—1)°7 98 (z—1)% 99 (x—1)% '

(i) A ch?’z —sh?z = 1 és az shz = 2sh (g) ch (%) azonossagokbol kapjuk, hogy shz = .

2 2t
t =th (%) helyettesitéssel x = 2artht = da = T—2 dt, shx = T—& igy

1 1—1¢2 2 dt
e — R —Inlt e (3)|+C;
shz 0 / 2% 112 - ~hffl+C=Mmn () +C

14



(i) At =Inz helyettesitéssel z = ¢! = dx = et dt, igy

/Sin(lnm) dz = /et~sint dt:etsint—/etcost dt = e’'sint — (etcost—l—/etsint dt) =

= ef(sint — cost) — /et sint dt;
amibdl atrendezéssel kapjuk, hogy
ot
/et -sint dt = 5(sint —cost)+C,

amibdl adodik az eredeti feladat megoldéasa:

t
/Sin(ln x) doe = %(sint —cost)+C = g(sin(ln x) — cos(lnx)) + C.

(k) At =/ helyettesitéssel x = t? = dz = 2t dt, igy

/xsin\/f dx:/2t3sintdt:2(—t3cost+3/tgcost dt) =

—2t3 cost + 6 (tzsint2/tsint dt> =

= —2t3cost + 6t sint + 12t cost — 12sint + C =

cosv/T (—2\/1‘73 + 12\/5) + sin vz (62 — 12) + C;

—2t3 cost + 6t2sint — 12 <—t cost + /cost dt> =

2
(1)  Legyen (2k — 1)m < & < (2k + 1), ekkor a t = tg (%) helyettesitéssel z = 2arctgt = do = —— dt, igy

1 1 2
—dx = —_— e ———dt = 1ldt=t+C=t (
/1+cosx * /l—i—lf’f2 14 ¢2 / + &

1+t2

1+¢2

Hatarozott integralok kiszamitasahoz az alabbi tétel szerint elég az integrandus egy primitiv fiiggvényét ismerni.

1. Tétel (Newton—Leibniz). Ha f folytonos az [a,b] intervallumon és F primitiv fiigguvénye f-nek, akkor

b
/ f = F(b) - F(a).
1. Szémitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!

(a)

1
/ emdx:[e"c]é:el—eoze—l;
0

/ cosz dx = [sinz]” = sin(m) — sin(—7) = 0;

—T

/6

(b) A primitiv fiiggvényt mindkét esetben parcialis integralassal hatarozhatjuk meg.

15
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Egy primitiv fiiggvény ze® — ¥, ezért
2
/ ze® dz = [ze® — em]g = (2e? —e?) — (0e? — ) = e + 1.
0

Az z — zarctgr — 1 In(1 + 2?) fiiggvény egy primitiv fiiggvény, igy

3

3
1 1 1
/ arctgx dz = [marctgx— 21n(1+a:2)} = (3arctg3— 21n(1—&—32)> —0=3arctg3 — 5lnl().
0

0

(c) Ezekben a feladatokban helyettesitéses integrélassal lehet egy-egy primitiv fliggvényt megkeresni.

A t = 3z + 4 helyettesités utan = = 54, dz = 1 dt, igy

t3 t (3z +4)*
3 _
/(3x+4) dxf/3dt 12+C 13 +C,

ezért

2
(3z+4)*]% _ 7599 _
/1(3x+4) dz [ 5|, " = 633,25.

A t = /7 helyettesités utdn x = t2, da = 2t dt, igy

/eﬁdx:2/tet dt:2(tet—/et dt> =2t — 1)+ C =2eV*(Vz — 1)+ C,

ezért

1

/leﬁdx:2{e‘/§(\/§—1)] =2.
0

0

A t = arcsin z helyettesités utdn « = sint, dz = cost dt, igy

1 1 in 2t
/\/1—;102 d:L‘Z/\/1—Sin2tCOStdt=/COSQtdtZ2/1+COS2tdt=2(t—l—SH; )+C
1
zi(arcsinx—km\/l—x?)—&—ﬁ

ezért

1

[ VI = [} (wesina 4 ayT=27)] =

m
o 4

Végiil a t = e* helyettesités utdn z = Int, do = % dt, igy

/e% d /t2 L. / L d— w4+ C = — (e + 1)+ C
— _ — — =7 —1In = — 1n
Tter 7 ) 141t 1+t ¢ € ’

vagyis

1 e2z N . -
|t dr= e e + 1l = (e~ (e + 1) - (1 2),

2. Szamitsuk ki az alabbi sikidomok teriiletét!

(a) {(z,y) eR?: 0 <y <4—a?};

(b) {(z.y) eR?: 22 <y <z +2};

(c) {( y) ER?: 2 >0, x2§y§\/5};

(d) az y =sinz és az y = (2/m)x goérbék altal hatarolt sikidom az elsé siknegyedben.

16



Megoldas. (a) A megadott parabola az x = +2 pontokban metszi az z-tengelyt, a keresett teriilet pedig az

y = 4 — 2? fiiggvény grafikonja alatti teriilet a [—2, 2] intervallumon, ami fi 4—a2? do = [4x — %]i2 =32

(b) A kérdéses sikidom nem méas, mint az y = x + 2 egyenes és az y = 22 parabola &ltal bezart sikrész.
Az egyenes és a parabola metszéspontjainak abszcisszai —1 és 2. A keresett teriiletet nem mas, mint a [—1, 2]
intervallumon értelmezett f(z) = z+2 grafikonja alatti teriilet és a g(z) = 22 grafikonja alatti teriilet kiilonbsége.
A Newton-Leibniz formulabél az els teriilet [,z +2 dz = [& +2z] 2_1 = (2+4)— (3 —2) = L2, mig a masodik

=1
[? 2% de = [%3]2_1 =28 — (5!) = 3. Tehat a kérdéses teriilet 2 —3 = 2.

(c) A kérdéses teriilet két integral kiilonbségeként &ll els: a [0,1] intervallumon értelmezett f(x) = /z és a

g(z) = 2? fiiggvények grafikonja alatti teriiletek kiilonbségeként. A teriilet tehat fol VT dz — fol ?dr=2-1=
1

g-

(d) A keresett teriilet most is megkaphato két integral kiilonbségeként: T = foﬂ/Q sinz dox — OW/2(2/7r)x dz =
1—7/4.

10. gyakorlat
1. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat!

z(t) = 0.2xz(¢)
(2) { 2(0) = 1
Megoldas: ElsSként megkeressiik az egyenlet 6sszes megoldasat. A gyakorlaton tanultuk, hogy az

z(t) = Kx(t)
alaku egyenlet megoldésai
z(t) =C - et

alakiak, ahol C' € R tetszéleges konstans. Igy a feladatban szerepld egyenlet Gsszes megoldasa:
z(t) = C -2,

Kovetkez lépésként ezen megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyre a kezdeti feltétel, azaz x(0) = 1 is
teljestil. Ehhez helyettesitsiink be 0-t a megoldas képletébe:

z(0) = C- %20 =C.

Igy 2(0) = 1 pontosan akkor fog teljesiilni, ha C' = 1-et vilasztunk.

Azaz a kezdetiérték-feladat megoldésa:
x(t) — 80.21&
a'(t) = (B3 —2t+1)e¥
z(0) = 2
Megoldas: Ez egy integralhato egyenlet, hiszen a bal oldalon nem szerepel z(¢) semmilyen formaban. Igy

mindkét oldal primitiv fliggvényeit keresve megkapjuk az egyenelet megoldédsait. Els6ként tehat most is
megkeressiik az egyenlet Gsszes megoldasat.

A jobb oldal, azaz 2/(t) primitiv fiiggvénye x(¢). A bal oldal Gsszes primitiv fiiggvényét ug kapjuk meg,
hogy a kiszamoljuk annak hatarozatlan integraljat:

1
/(t3 —2t+1)edt = L33 -2t +1) - /§e3t(3t2 —2)dt

1
= Mt —2t+1) — (€3 (3t2 —2) — / §e3t - 6tdt)

W=

2
St -2+ 1) — 53 (32 —2) + 23 -t — / §e3tdt
= 1M —2t4+1) - $e3(B312 —2) + 23t — LM+ C

1 1 4 13
= S (-4 B4 0
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ahol C € R tetszéleges konstans. Igy az egyenlet dsszes megoldasa:

1 1 4 13
z(t)y=e" (57—t — —t+

3 3 9 ?7)+C'

Kovetkez lépésként ezen megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyre a kezdeti feltétel, azaz x(0) = 2 is
teljestil. Ehhez helyettesitsiink be 0-t a megoldas képletébe:
13
0)=—=+C.
x(0) 5 +

Igy 2(0) = 2 pontosan akkor fog teljesiilni, ha % + C = 2 teljesiil, azaz ha C = g—%.
Azaz a kezdetiérték-feladat megoldésa:
1, 4 13 41

ty=e¥ (5t* =t — —t+ )+ —.
() =" (5"~ 3t~ gt+37) + 57

2(t) = 7(9—x(t)
{ z(0) = -2

Megoldas: Ez egy elsérendii lineéris egyenlet, amit kétféleképpen is megoldhatunk. Itt az elsé megoldasi
modszert irom le, a masik modszer a kovetkezs feladatban szerepel. Els6ként most is megkeressiik az
egyenlet Gsszes megoldasat.

Az egyenletet a kovetkezsképpen alakitjuk:

S = 79— ()
2(t) = —Ta(t) +63 /+7x(t)
() +7z(t) = 63 / et
o' (t)e™ + TeTz(t) = 63"
[z(t)e™]" = 63¢™ / integraljuk mindkeét oldalt
z(t)e™ = /63e7tdt = %en +C / e Tt
z(t) = 94+C-e ™

ahol C € R tetszéleges konstans. Igy az egyenlet 6sszes megoldasa:
x(t)=9+C-e .

Kovetkezs lépésként ezen megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyre a kezdeti feltétel, azaz x(0) = —2 is
teljestil. Ehhez helyettesitsiink be 0-t a megoldas képletébe:

z(0) =9+ C.

Igy 2(0) = —2 pontosan akkor fog teljesiilni, ha 9 + C = —2 teljesiil, azaz ha C = —11.
Azaz a kezdetiérték-feladat megoldésa:

z(t)=9—11-¢7 "

d(t) = (t*+2)-(z(t) - 3)
z(0) = -2

Megoldas: Ez egy szétvalaszthato valtozéju egyenlet. ElsGként ismét az egyenlet Osszes megoldasat keres-

siik meg.
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I.: Feltessziik, hogy x(t) —3 # 0.

Pt = (B +2) (x(t) - 3) /() - 3)

xg)(t_) o = £42 / integraljuk mindket oldalt
/xél)(t_)gdt - /t2 +2dt

In|z(t) — 3| = §+2t+0 /CeRtetsz.

a(t) =3 = e

z(t) — 3| = eC. et

(t) —3] = C.e5+2 /C > 0 tetsz.
z(t)—3 = +C- el 2t

z(t)—3 = C- ol 2t /C # 0 tetsz.

x(t) = C- e+ 43 /C’ # 0 tetsz.

I1.: Megnézziik, hogy mi van, ha x(t) — 3 = 0 teljesiil, azaz x(t) = 3. Az egyenlet mindkét oldalédba
behelyettestve kdnnyen lathato, hogy ez is megoldas lesz, hiszen z/(t) = 3’ = 0, és (t> +2) - (x(t) — 3) =
(t>+2)- (3 —3) =0, azaz az z(t) = 3 konstans fiiggvény is megolddsa az egyenletnek. Végiil vegyiik észre,
hogy ezt a fiiggvényt kapjuk akkor is, ha az I. pontban kapott képletbe C' = 0-t helyettesitiink. (Ez volt az
egyetlen C, amit ott nem engedtiink meg, "kihagytunk".)

Igy az egyenlet 6sszes megoldasa:
+3
x(t)=C-est? 43,
ahol C € R tetszéleges konstans.

Kovetkez6 lépésként ezen megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyre a kezdeti feltétel, azaz x(0) = —2 is
teljesiil. Ehhez helyettesitsiink be 0-t a megoldas képletébe:

z(0)=C-e"+3=C+3.

Igy 2(0) = —2 pontosan akkor fog teljesiilni, ha C' + 3 = —2 teljesiil, azaz ha C = —5.
Azaz a kezdetiérték-feladat megoldésa:

+3
z(t) = —5-e3 2 43,

11. gyakorlat

1. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-feladatokat!

(a)

Bt +it) = 0
z(0) = 2
#(0) = 1

Megoldas: Az elsérendii egyenletekhez hasonléan itt is elGszor az egyenlettel foglalkozunk csak. Tehét
elssként keressiik meg az Gsszes olyan x(t) fliggvényt, amely megoldasa az

)+ z(t)=0
egyenletnek. Ehhez felirjuk az egyenlethez tartozé karakterisztikus polinomot:

M4+A=0
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Ennek megoldasai \; = —1 és Ay = 0. Mivel a karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6z6 valés megoldasa
van, igy az egyenlet 0sszes megoldasa:

l’(t) =C1- et + Cy - Ot = - et + Csy,

ahol C1,C5 € R tetszéleges konstansok.

Ezutan a megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyik a kezdeti feltételeket, azaz x(0) = 2-t és 2/(0) = 1-et
is teljesiti.
:c(O) = (1 + Oy,

valamint
$/(t) = —Cle_t + O = .Z‘/(()) =-Cq + Cs.

Igy a kezdeti feltételek teljesitéséhez olyan C) és Csy konstansokat kell keresniink, melyekre
Ci+Cy=2, ¢s —C1+0Cy=1

igaz. AZ els6 egyenletbsl Co = 2 — (', ezt a masodikba helyettesitve: —C1 +2—-C; =1= —-2C; = -1 =
Cy=1/2. Igy Co =2—1/2=3/2.
Tehat a kezdetiérték-feladat megoldasa:

E(t) +22(t) +2(t) = 0
z(0) = 0
£(0) = 1

Megoldas: Elstként keressiik meg az Gsszes olyan xz(t) fiiggvényt, amely megoldasa az
Z(t) +2¢(t) + z(t) =0
egyenletnek. Ehhez felirjuk az egyenlethez tartozé karakterisztikus polinomot:
AN +20+1=0

Ennek megoldasai Ay = —1 és Ay = —1. Mivel a karakterisztikus egyenletnek két egyenlé valdés megoldasa
van, igy az egyenlet Osszes megoldésa:

z(t)=Cr-e P+ Cy-t et

ahol C1,C5 € R tetsz6leges konstansok.

Ezutan a megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyik a kezdeti feltételeket, azaz x(0) = 0-t és 2’(0) = 1-et
is teljesiti.
33(0) = Cl,

valamint
7' (t) = —Cre ' + Coe (1 —t) = 2/(0) = —Cy + Cs.

Igy a kezdeti feltételek teljesitéséhez olyan C; és Co konstansokat kell keresniink, melyekre
Ci=0, és —C1+Cy=1

igaz. AZ elsé egyenletbdl rogton adodik, hogy Cy = 0, ezt a mésodikba helyettesitve: Co = 1.
Tehat a kezdetiérték-feladat megoldésas:

v(t)=t-e
) +xzt) = 0
z(0) = 1
#(0) = 0

Megoldas: ElsSként keressiik meg az Gsszes olyan xz(t) fiiggvényt, amely megoldasa az
Z(t)+z(t)=0
egyenletnek. Ehhez felirjuk az egyenlethez tartozé karakterisztikus polinomot:

N+1=0
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Ennek megoldasai Aj 2 = £ Mivel a karakterisztikus egyenletnek komplex megoldasai vannak, igy az
egyenlet 0sszes megoldasa:
x(t) = Cysin(t) + Cq cos(t),

ahol Cy,C; € R tetszéleges konstansok. (EmlékeztetSiil: Ay o = A + Br gyokok esetén az egyenlet megol-
dasai: z(t) = e**(Cy cos(Bt) + Cysin(Bt)).)
Ezutan a megoldasok koziil kivalasztjuk azt, amelyik a kezdeti feltételeket, azaz x(0) = 1-t és 2/(0) = 0-t is
teljesiti.

2(0) = Cy sin(0) 4+ Cs cos(0) = Cy,

valamint
z'(t) = Cy cos(t) — Cysin(t) = 2/(0) = C4

Igy a kezdeti feltételek teljesitéséhez olyan C) és Cy konstansokat kell keresniink, melyekre
02 = 1, és Cl =0

igaz.
Tehat a kezdetiérték-feladat megoldésa:
x(t) = cos(t),

2. Oldjuk meg az alabbi peremérték-feladatokat!

(a)

E(t) —2&(t) +2x(t) = 0
z(0) = 0
z(m) = €~

Megoldas: A kezdetiérték-feladatokhoz hasonldan jarunk el: elGszor megadjuk az egyenlet Gssze megoldé-
sat, majd ezek koziil kivalasztjuk az Osszes olyat, ami a plusz feltételeket is teljesiti. A kiilonbség az lesz,
hogy mig a kezdetiérték-feladatok esetében tetszéleges egyenlet és kezdeti feltétel esetén egyértelmid megol-
das létezett, a peremérték-feladatoknal elGfordulhat, hogy végtelen sok megoldas létezik vagy hogy egyetlen
megoldés sem létezik. De természetesen peremérték-feladatoknél is kaphatunk egyértelmid megoldast.

Az egyenlet megoldéasainak megkereséséhez oldjuk meg az egyenlethez tartozo

A —2X4+2=0
karakterisztikus egyenletet. Ennek gyokei:
2+£4/4-8 242
)\172 = 2 = 5 ! =1+

Igy az egyenlet megoldasai:
2(t) = ' (Cy cos(t) + Cysin(t))

Kovetkezs 1épésként nézziik meg, hogy milyen C; és Cy konstansok esetén teljesiilnek a megoldasra a
peremfeltételek.
{E(O) = Cl

miatt csak C; = 0 johet szoba, igy a lehetséges megoldasok z(t) = Caelsin(t) alaktiak. Valamint
7' (t) = Ca(e' sin(t) + €' cos(t) = 2'(w) = —Cae™.

Igy az @(m) = e~ feltétel teljesiiléséhez —Coe™ = €™, azaz Cy = —1 kell.
Tehat egyértelmien létezik megoldas:
z(t) = —e'sin(t).

Z(t)+x(t) = 0
z(0) = 0
z(2r) = 0
Megoldas: Az egyenlet megoldasainak megkereséséhez oldjuk meg az egyenlethez tartozo
N 4+1=0
karakterisztikus egyenletet. Ennek gyokei:
)\1}2 ===

Igy az egyenlet megoldasai:
x(t) = C1 cos(t) + Cy sin(t)
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Kovetkezs lépésként nézziik meg, hogy milyen C; és Cs konstansok esetén teljesiilnek a megoldasra a
peremfeltételek.
I(O) = Cl

miatt csak C7 = 0 johet szoba, igy a lehetséges megoldasok x(t) = Cysin(t) alakuak. Valamint
x(2m) = Cysin(2m) = Cy -0 =0,

azaz a mésodik feltétel tetszoleges Cy € R esetén igaz.
Tehat végtelen sok megoldas van:

x(t) = Cq cos(t),
ahol C5 € R tetszsleges.

42(t) +z(t) = 0
z(0) = 0
z(r) = 1
Megoldas: Az egyenlet megoldasainak megkereséséhez oldjuk meg az egyenlethez tartozo
AN +1=0
karakterisztikus egyenletet. Ennek gyokei:
Ao = j:%.

Igy az egyenlet megoldasai:
x(t) = Cy cos(t/2) + Cysin(t/2)

Kovetkezs 1épésként nézziik meg, hogy milyen C; és C5 konstansok esetén teljesiilnek a megoldasra a
peremfeltételek.

miatt csak C7 = 0 jOhet szoba, igy a lehetséges megoldasok z(t) = Cysin(t/2) alakiiak. Valamint
C C C
i(t) = 72 cos(t/2) = @(m) = —72005(71'/2) = —72 0=0

azaz a masodik feltétel, @:(m) = 1, semmilyen C5 € R esetén nem lehet igaz.
Tehat ennek a feladatnak nem létezik megoldasa.

22



