A 9. feladatsor megoldasa
II1. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

1. Legyen a > 0, és hatarozzuk meg a kivetkezs operatorok sajatértékeit és sajatfiiggvényeit!
a) D(L) = {u € C?0,a)NC([0,a)]) : u(0) = u(a) =0}, Lu=—u",
b) D(L) = {u € C?(0,a) N C([0,a]) : u'(0) = v/(a) =0}, Lu=—u".
Megoldas. a) Keressiik azokat a A € R szdmokat, amelyekhez létezik v € D(L),u # 0 gy, hogy Lu = —\u, azaz —u" =

Au. Ehhez hozzavéve az operator értelmezési tartoményaban szereplé kezdeti feltételt, az alabbi jol ismert egydimenzios
peremérték-feladatot kapjuk:

—u(x) = du(z) (x€(0,a))
u(0) =0
u(a) = 0.

A differencidlegyenlet megoldéasa A el6jelétdl fiiggen (lasd még az 1. feladatsor 4. feladatat is)

1 sin VAz + ¢o cos Vz, ha A > 0,
(1) u(x) = creVIMNE 4 che WI, ha A <0,
cax + co, ha A =0.

(Valojaban a fenti fliggvények kozott, a latszat ellenére, szoros kapcsolat van: mindegyik az aeV AT 4 eV Ae fliggvénybdl
szarmazik, ahol «, 8 komplex szamok. Ha A < 0, akkor visszakapjuk az exponencidlis fliggvények linearis kombinaciojat, amely
val6jaban szinusz-hiperbolikusz és koszinusz-hiperbolikusz fiiggvények linearis kombinacidéja. A A > 0 esetben a kitevében
tisztdn képzetes szam all, igy ekkor a szinusz és koszinusz fliggvények linearis kombinéciojat nyerjiik. A A = 0 eset A — 0
hataratmenettel kaphat6. Ekkor nyerjiik a konstans fiiggvényeket, valamint az X( eVAr _ e’rw) hanyadosbol (amely
ugyancsak megoldas) A — 0 esetén adodo const - x fliggvényeket.) Vegylik most szemiigyre a peremfeltételeket! A A = 0
esetben u(0) = 0 miatt co = 0, igy u(a) = 0 folytan c;a = 0, azaz ¢; = 0, tehdt u = 0. A A < 0 esetben u(0) = 0 miatt
1+ ca =0, igy u(a) = 0 folytan cle\/ma — cle_\/m“ =0, ezért ¢c; = 0, tehat u = 0. Marad a A > 0 eset. Ekkor u(0) =0
miatt ¢z cos0 = 0, vagyis ca = 0. Masrészt u(a) = 0 folytan sin Va =0, kévetkezésképpen VAa = km, ahol k pozitiv egész
szam (hiszen a A > 0 esetet vizsgaljuk). Ez azt jelenti, hogy A = (—’T) . ekkor u(z) = sin 2z, ahol k a pozitiv(!) egész
szamok halmazat futja be, tehat a sajatértékek mind pozitivak és megszamlalhatoéan végtelen sok sajatérték van. Jol ismert
(példéul Fourier-analizish6l), hogy a szinusz-rendszer ortogonalis L2(0, a)-ban, norméljuk le az el6bb kapott u fiiggvényeket,
ekkor nyerjiik az L operédtor L?(0,a)-ban teljes ortonormalt sajatfiiggvényrendszerét és a hozza tartozo sajatértékrendszert:
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Megjegyezziik, hogy a normalasnél felhasznaltuk, hogy foa sin rdr = §, amit példaul a kovetkez6képpen igazolhatunk. A

kétszeres szog koszinuszara vonatkozo cos 2 = cos? p—sin® ¢ osszefugges alapjan sin? ¢ = % adodik. Ebbél kovetkezGen

/ablnzkﬂxdx /071 COS%dea:—g—i sin%—ﬂ-a =2
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b) Az el6z6 ponthoz hasonléan a sajatértékfeladat a kovetkezd jol ismert egydimenzios peremérték-feladatra vezethetd
vissza:
—u"(z) = du(z) (€ (0,a))
uw'(0) =0
u'(a) = 0.
A differencidlegyenlet A eljelétsl fiiggs megoldasait az (?7) tablazat tartalmazza. A peremfeltételeket figyelembe véve,
A = 0 esetén ¢; = 0 adodik, azaz u = c2. A A < 0 esetben «/(0) = 0 miatt \/|A(c1 — c2) = 0, azaz ¢; = cg, igy
u'(a) = 0 folytan /|A|cy (e Ao _ = W“) = 0, ezért ¢; = 0, tehat v = 0. Végiil a A > 0 esetben «/(0) = 0 miatt
Ve cos0 = 0, igy ¢; = 0. Masrészt v/ (a) = 0 folytan v AcosvVia = 0, kovetkezésképpen vAa = km, ahol k pozitiv

egész szam (hiszen a A > 0 esetet vizsgaljuk). Ekkor u(z) = cos k—”x ahol k£ = 0 valasztassal a A = 0 esetben kapott

konstans fliggvényeket nyerjiik. A sajatértékek tehat nemnegativak, és megszamlalhatoan végtelen sok sajatérték van (s6t,
a 0 sajatérték egyszeres és a konstansfliiggvények a hozza tartozo6 sajatfiiggvények). Jol ismert (megint Fourier-analizisbdl),
hogy a koszinusz-rendszer ortogonalis L?(0, a)-ban, igy az el6bbi fiiggvényeket lenormélva nyerjiik az L operédtor L?(0, a)-ban
teljes ortonormélt sajatfiiggvényrendszerét és a hozza tartozoé sajatértékrendszert:
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A normalasnal keletkezs \/g szorzé a szinusz-rendszernél targyalt médon kaphaté meg.

2. Legyen T = (0,a) x (0,b) C R? (a,b > 0), és hatarozzuk meg az alabbi operatorok sajatértékeit és sajatfiiggvényeit!



a) D(L)={ueC*(T)NC(T) : ulpr =0}, Lu=—Au,
b) D(L) ={u € C*T)NCYT) : dyulor =0}, Lu=—Au.
Megoldas. a) A valtozok szétvalasztasanak modszerét hasznaljuk, azaz a sajatfiggvényeket u(z,y) = v(x) - w(y) alakban

keressiik. Ekkor az Lu = Au sajatérték-egyenlet lényegében a kovetkezd differencidlegyenletet jelenti a T kétdimenzids
intervallumon:

—v"(@)w(y) —v(x)w” (y) = M (z)w(y)-

Feltételezve, hogy v(z) - w(y) # 0, formalis leosztas és rendezés utan

adodik. Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlGség bal oldala csak z-t6l fiigg, a jobb oldal pedig csak y-t6l. Mivel az egyenléségnek
minden (z,y) € T esetén teljesiilnie kell, ezért ez csak ugy lehet, ha mindkét oldalon konstans fliggvény &ll, azaz létezik a, 8 €

v'(x) o w'(y)

v T uly)

v(0) = v(a) = 0, w(0) = w(b) = 0 homogén Dirichlet-peremfeltételeket nyerjiik. Ez azt jelenti, hogy v sajatfiiggvénye, o pedig

R dgy, hogy — = B ésa+f = \. Az operétor értelmezési tartoméanyéban 16v6 peremfeltételt felhasznélva a

a
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sajatértéke az 1. feladat a) részében szerepld operatornak, tehat o = ay, = (22)” és v(z) = v () = \/Esm A% 3. Hasonloan,

w is sajatfiiggvénye ugyanennek az operatornak a = b vélasztésal, tehat 8 = 3 = (%”)2 és w(z) = wi(y) = %sin %’ry.

Ennek alapjan az L operdtornak megszamlahato sok sajatértéke van, ezek

— 2 k? 2 _
)\k’l—’ﬂ' g"—be (k,l—1,2,...),

tovdbba a megfelels (L?(T)-ben teljes) ortonormalt sajatfiiggvényrendszer

2 . kr | m
ug(z,y) = \/@sm —Tsin -y (k,l=1,2,...).
Jegyezziik meg, hogy a levezetés soran valo osztasnal feltételeztiik, hogy nem osztunk nulléval, ezért a kapott megoldasok
helyességét még ellendrizniink kell. Vildgos azonban, hogy a kapott fiiggvények a T kétdimenziés intervallumban sehol sem
egyenlSk nulldval, igy érvényes a fenti levezetés.

Megjegyezziik, hogy a fentiekbdl még nem latszik, hogy més sajatértéke nincs az operatornak. Ez abbdl kovetkezik, hogy
az elmélet alapjan (lasd el6adas) tudjuk, hogy a sajatfiiggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak, a fneti kapott rendszer
mar teljes, igy nem tudjuk tovabbi fliggetlen fiiggvényekkel kiegésziteni.

b) Teljesen hasonlé modon jarunk el mint az el§zs részben. A valtozok szétvalasztasanak modszerét hasznélva, u(x,y) =
v(z)w(y) alakban keressitk a megoldést. Behelyettesités, leosztas (feltételezve, hogy v(z)w(y) # 0) és rendezés utén azt
kapjuk, hogy

@), e
v(x) w(y)
A fenti Osszefliggésnek minden (x,y) € T esetén teljesiilnie kell, ez csak ugy lehetséges, ha mindkét oldalon konstans fiiggvény
" 1
all, azaz létezik a, 8 € R 1dgy, hogy —vv((;)) = q, —l:U(;y)) = B és a+ 8 = A. Gondoljuk meg, hogy J,u|sr = —v(z)w'(0) a

(0,a)x{0} oldalon, d,u|ar = v(z)w'(b) a (0,a)x {b} oldalon, d,u|sr = —v'(0)w(y) a {0} x (0, b) oldalon és d,u|ar = v'(a)w(y)
az {a} x (0,b) oldalon. Ez (megint v(z)w(y) # 0 feltételezésével) azt jelenti, hogy v'(0) = v'(a) = 0 és w'(0) = w'(b) = 0.
Azt kaptuk tehat, hogy a v fiiggvény sajatfiggvénye, o pedig sajatértéke az 1. feladat b) részében szereplé L operatornak.

Hasonloan, w sajatfiiggvénye, S pedig sajatértéke az L operatornak. Az 1. feladat b) része alapjan o = ay, = (k—”)2, B=p0r=

a
(%’r)z, tovabba v(z) = vk (x) = \/gcos By, w(z) = wi(y) = \/%cos kxy. ahol k, I a nemnegativ egész szamok halmazat futja
be. Végeredmémyben tehat az L operator sajatértékrendszere és (L%(T)-ben teljes) ortonormalt sajatfiiggvényrendszere:
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Jegyezziik meg, hogy a levezetés soran valo osztasnal feltételeztiik, hogy nem osztunk nulléval, ezért a kapott megoldasok
helyességét még ellendrizniink kell. Vildgos azonban, hogy a kapott fiiggvények a T kétdimenziés intervallumban sehol sem
egyenlSk nulldval, igy érvényes a fenti levezetés.

Megjegyezziik, hogy a fentiekb&l még nem latszik, hogy maéas sajatértéke nincs az operatornak. Ez abbol kovetkezik, hogy
az elmélet alapjan (lasd el6adas) tudjuk, hogy a sajatfiiggvények teljes ortogonalis rendszert alkotnak, a fneti kapott rendszer
maér teljes, igy nem tudjuk tovabbi fliggetlen fiiggvényekkel kiegésziteni.

3. Legyen T = (0,7)? és oldjuk meg a kivetkezd elliptikus peremérték-feladatokat!

) —Au=x+y T-ben,
ulor =0,

) —Au = 3sinzsindy — 8sin 2z sin5y  T-ben,
u|8T = 07

. —Au =cosxzcosy T-ben,
8,,u|aT =0.

Megoldas. a) A megoldést az operdtor L?(T)-ben ortonormalt sajétfiiggvény-rendszerében allitjuk els. Ehhez irjuk fel az

o0
f fliggvényt is ebben a rendszerben, f = Z Ck Uk, ahol uy; a 2. feladat a) részében szerepld fliggvényrendszer. A ¢y
k=1
egyiitthatokat a kovetkezdképpen nyerjiik:
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Jegyezziik meg, hogy a fenti sor konvergencidja L?(T)-ben értends (valojaban ennél sokkal erésebb konvergencia is igaz,
azonban az e témakorhoz kapcsolodo eredmények nemtrivialis tételek).

b) Mivel az egyenlet jobb oldalan éppen a bal oldalon szerepl6 megfelel§ peremfeltétellel adott operator sajatfiig-
gvénye all, ezért kézenfekvs az v megoldast u(x,y) = ¢1 sinzsindy + cosin 2z sin 5y alakban keresni. Ekkor —Au(z,y) =
(12 + 42)cy sin 3w sindy + (2% + 5%)cysin 22 sin 5y = 17¢; sin 3z sin 4y + 29¢, sin 2 sin 5y Ezt az egyenlet jobb oldalan sz-
ereplé fiiggvénnyel Gsszehasonlitva kapjuk, hogy 17c; = 3,29¢c, = —8, vagyis ¢; = % és co = 29 Ennek alapjan a
feladat megoldasa u(z,y) = ‘37 sin x sin 4y — 9 sin 2z sin 5y. A Dirichlet-feladat egyértelmt megoldhatosaga alapjan (lasd a
8. feladatsor 5. feladatat) ez a feladat egyenlet C?(T) N CY(T)-beli megoldasa.

c) Mivel az egyenlet jobb oldalan éppen a bal oldalon szereplsé megfelels peremfeltétellel adott operator sajatfiiggvénye
all, ezért kézenfekvs az u megoldast u(z,y) = c; cos x cosy + co alakban keresni. Ekkor —Au(z,y) = (12 4+ 12)c; cosx cosy =
2¢q cos z cos y. Ezt az egyenlet jobb oldalan szerepld fiiggvénnyel 6sszehasonlitva kapjuk, hogy 2¢; = 1, vagyis ¢; = % Ennek
alapjan a feladat megoldasai u(x,y) = %cosxcosy + ¢. A Neumann-feladat megoldasdnak konstans fiiggvény erejéig valo
egyértelmiiségére vonatkozé tétel (lasd a 8. feladatsor 5. feladatéat) alapjan az elébbi fiiggvények alkotjak a feladat Gsszes

C?(T) N CY(T)-beli megoldasét.

*4. Legyen T := (0,7)? C R?, valamint 'y := {7} x [0,7), I'y := (0, 7] x {7r} I's := {0} x (0,x], Ty := [0, 7) x {0}, tovabba
h|F1UF3 - ]- h|F2UF4 -

0 Oldjuk meg az alabbi peremérték-feladatot!
g|F1UF3 0, g|F2UF4 =1

legyenek g, h: R? — R fiiggvények, amelyekre {

—Au =sinzcos3y — 5sin3xcosdy T-ben,
(90yu + hu)|aor =0

Megoldas. A feladat beadhato, ezért a megoldast nem arulom el.

5. Oldjuk meg a kovetkezs parabolikus vegyes feladatokat!



Ou(t, ) — O2u(t,z) =0 ((t,x) € RT x (0,7))
a) u(0,2) =z (z€[0,7]),
u(t,0) =u(t,7) =0 (t€RY)
Opu(t,x) — O2u(t,z) =0 ((t,z) € RT x (0,m)),
b) u(0,x) =sin3z — 4sinbx  (x € [0, 7)),
u(t,0) = u(t,m) =0 (t e RY).
Ou(t, ) — O2u(t,z) =sin2x ((t,r) € RT x (0,7)),
c) u(0,2) =0 (z €0, 7)),
u(t,0) = u(t,m) =0 (teRY).
Ou(t, ) — Ou(t,z) = tsinz  ((t,z) € R x (0,7)),
d) u(0,2) =0 (x €10,]),
u(t,0) = u(t,m) = 0. (t e RY).
Megoldas. a) A Fourier-moédszert alkalmazzuk, keressiik az w megoldéast u(t, z) ka ug(z), ahol wup a homogén

Dirichlet-peremfeltétellel adott egydimenzios (minusz) Laplace-operator sajatfiiggvénye (k = 1,...). Ehhez irjuk fel az egyen-
let jobb oldalan és a mellékfeltételekben szerepls fiiggvényeket ugyanebben a béazisban. A konstans 0 fliggvényt kénnyen
felirhatjuk, hiszen a sorfejtésben minden egyiitthat6é 0. Ezenkiviil vilagos, hogy

9 0o P 2 0 k+1 /9
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ahol felhasznaltuk a 3. feladat a) részében szerepld (77?) Osszefiiggést, azaz / xsinkrdr = (—1)k+1% . Ekkor &i-ra a
0

kovetkezs kezdetiérték-feladat adédik RT-ban:

E(t) + k2&(t) =
V2m

£(0) = Y (-1,

/
Szorozzuk a differencialegyenlet mindkét oldalat e t-vel, ekkor & (t)e?’t + k2eF*t = 0, azaz (fk (t)ekzt) = 0, vagyis & (t) =

fk(O)e_th = 1)k+lm e~*". Ennek alapjan a parabolikus vegyes feladat megoldasa:

o k+1
u(t,x) = 22 *t sin k.
k=1

Jegyezziik meg, hogy a fenti sor konvergencidja minden t > 0 esetén L2(0,7)-ben értends (valojaban ennél sokkal erésebb
konvergencia is igaz, de a kapcsolodo eredmények nemtrivialis tételek).

b) A Fourier-moédszert alkalmazzuk. Mivel a kezdeti fiiggvény a homogén Dirichlet—peremfeltétellel adott (minusz) Laplace-
operatornak sajatfiiggvénye, ezért keressiik a megoldast u(t,z) = D=, & (¢) sin kz alakban. Ekkor az egyenlet és a mellék-
feltétel felhasznalasaval kapjuk, hogy &, + & = 0, £x(0) = 0, ha k # 3,5, amelynek az azonosan 0 fiiggvény a megoldasa,
valamint &} (t) = —9&1(¢),£1(0) = 1 és &4(t) = —25§2(t),£2(0) = —4. Ezek megoldasai &;(t) = e % és &(t) = —de 2%
igy a parabolikus vegyes feladat megoldasa u(t,z) = e~ sin 3z — 4e~2% sin 5. Mas megoldas nincs, mert a vegyes feladat,
megoldasa egyértelmi (lasd elGadas).

¢) A Fourier-médszert alkalmazzuk. Irjuk fel a sin 2z fiiggvényt Z c(t) - sin kx alakban! Vilagos, hogy ¢, =1, ha k =2
k=1

kiilsnben pedig ¢ = 0. Ekkor az u megoldast u(t,z) = > o, &k (t) sinkx alakban keresve, az egyenlet és a mellékfeltétel
felhasznalasaval kapjuk, hogy &, = 0, ha k #, tovabba &a-re a &5(t) +4&(t) = 1 kozonséges differencialegyenlet és a £5(0) = 0
kezdeti feltétel adodik. A differencislegyenlet mindkét oldalat e*t-vel szorozva e*&h(t) + 4e*&y(t) = 0, azaz (e*'&y(t))" = e*,
igy &o(t) = e ME(0)2 + (1 — e74) = 1(1 — e~ ). A parabolikus vegyes feladat megoldasa tehdt u(t, z) = (1 — e~ *)sin 2z.
Mas megoldés nincs, mert a vegyes feladat megoldésa egyértelmi (lasd elGadas).

d) Az el6z6ek mintajara a Fourier-modszert alkalmazzuk, keressiik most az u megoldast u(t, z) = ¢(t) sinx alakban! Ekkor
a kezdeti feltételbdl ¢(0) = 0 adodik, tovabba u-t az egyenletbe helyettesitve a ¢/ (t) +c¢(t) = t kozonséges differencidlegyenletet
kapjuk. A differencidlegyenlet mindkét oldalat et-vel szorozva elc/(t) + elc(t) = tet adodik, igy (ele(t))’ = tet, tehat (mivel
((tet — el) = tet, ezért) c(t) =t — 1 + ce™t, igy a kezdeti feltétel alapjan c(t) = ¢t — 1 + e~ . A parabolikus vegyes feladat
megoldasa tehét u(t,x) = (e! +t — 1) sin x. Mas megoldés nincs, mert a vegyes feladat megoldasa egyértelmii (lasd el6adas).

Erdemes megemliteni, hogy Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus és fizikus volt, aki 1822-ben
A hoévezetés analitikus elmélete cimmel kiadott munkajaban a kés6bb réla elnevezett Fourier-sorok (tehat trigonometrikus
sorok) elméletét alapozta meg. Eziranya kutatasai mellett a francia Isére megye prefektusaként tevékenykedett, és ezalatt
készitette el egyiptologiai témaju attekinté monografiajat is. TémavezetGje Lagrange volt. Doktori tanitvanyai kozé tartozott
tobbek kozott Dirichlet. Az liveghdzhatés felfedezése is Fourier nevéhez kdthetd.



