A 8. feladatsor megoldasa
II1. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

*1. Mutassuk meg, hogy R"-ben a Au = 0 Laplace-egyenlet elforgatasra nézve invarians, azaz ha Q n x n-es ortogonélis
matrix, akkor a v(z) = u(Qz) (x € R") fiiggvényre Av = 0.

Megoldas. A feladat beadhato, ezért a megoldast nem arulom el.
2. Keressiik meg a Au = 0 egyenlet u(x) = v(|z]) (x € R™) alaki (més széval radidlisan szimmetrikus) megoldésait, ahol
v: R — R fiiggvény.

Megoldas. A rovidség kedvéert legyen r = |z| = /2% + - - - + 22, és keressiik a Au = 0 egyenlet megoldésait u(z) = v(r)
alakban, ahol a v: R — R fiiggvényt szeretnénk meghatarozni. Az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan
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Ez azt jelenti, hogy Au = 0 pontosan akkor teljesiil, ha

A fenti lineéris kozonséges differencialegyenlet v'-ben szétvalaszthato valtozéju, igy konnyen megkaphatjuk a megoldasait.
A megfelel oldalra rendezve az egyes tagokat

<

"r) 1-—n

/

<

—~

r) T

adodik. Mindkét oldalt integrdlva kapjuk, hogy log [v/(r)] = (1 — n)logr + ¢, azaz v'(r) = Cr'=™, ahol C tetszéleges
konstans (ezzel az el6bbi leosztas soran ,elvesztett” konstans 0 megoldast is ,yvisszanyerjiik”). Ennek megfelelen r > 0
esetén

o(r) = {alogr +b,han=2,

=z +0b, han>3,

ahol a, b konstansok. Megjegyezziik, hogy n = 2 esetén a = %, b = 0 valasztassal, n > 3 esetén pedig a = m,
b = 0 valasztassal (ahol a(n) az n-dimenzids egységgoémb térfogata) nyerjiik a Laplace-egyenlet alapmegoldasait, ezzel
kapcsolatban lasd példaul az 5. feladatsor 6. feladatat. Gondoljuk meg, hogy a fentiekben azt is belattuk, hogy radidlisan
szimmetrikus fiiggvények esetében a A operétor v (r) + “=1v/(r) alakban irhato.

Megjegyezziik, hogy a Laplace-operator elészor Pierre-Simon Laplace (1749-1827) francia matematikus és fizikus
vezette le (méghozza polarkoordinétés alakban) a csillagaszati vizsgalodasai soran. A legenda szerint Laplace tanitott és
vizsgéztatta is Napoleont 1873-ban az Ecole Militaire-ben. A A jelélést Robert Murphy (1806-1843) angol matematikus és
fizikus hasznélta elGszor, a Laplace-operator elnevezést pedig James Clerk Maxwell (1831-1879) a hires 1873-es Ertekezés
az elektromossagrol és magnességrdl cimid mivében.

Laplace tanitvanya Siméon-Denis Poisson (1781-1840) az elektromossagtani vizsgalodasai sordn a Au = f egyenletet
irta le, ezt az 6 tiszteletére Poisson-egyenletnek szokas nevezni.

3. Legyen a tovabbiakban  C R™ korlatos, sima peremti tartomany, toviabba p € C1(Q), amelyre p(z) > m > 0 minden

x € Q esetén. Definidljuk az Lu := — div(pVu) = — Z 0;(pd;u) mésodrendi differencidloperatort. Bizonyitsuk be, hogy
i=1
L egyenletesen elliptikus operator!

Megoldas. A simaségi feltételekbdl adoddan

n n

Lu=—Y 0;(pou) = > (-p)dju— > _ dipdiu.
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Az L operator f6tagjanak A(z) méatrixa diagonélis, a f64tl6 minden eleme —p(z) < —m < 0, vagyis a sajatértékek mind
negativak, tehat az operator minden pontban elliptikus Q-n. Ezenkiviil p € C1(Q2) miatt létezik M > 0, amelyre m <
p(x) < M minden z € Q esetén, amibél nyilvanvaléan kovetkezik, hogy m|€]? < p(x)|€]? = (A(x)E, &) = p(x)|€> < M[€|?
minden £ € R™ esetén, vagyis az operator egyenletesen elliptikus Q2-n. Megjegyezziik, hogy a negativ elGjelre a kovetkezs
feladat ad magyarazatot, ekkor lesz L pozitiv operator.

4. Legyen L a 3. feladatban definialt operator.

a) Legyen D(L) = {u € C*(Q) N CYQ): ulsga = 0, Lu € L?*(Q)} Igazoljuk, hogy ekkor az L: L*(Q) — L2(Q)
operator szimmetrikus, azaz (Lu,v)r2) = (u, Lv)2(g) minden u,v € D(L) esetén, tovabba L szigortian pozitiv,
azaz (Lu,u)r2(q) > 0 minden u € D(L), u # 0 esetén.

b) Legyen D(L) = {u € C?*(Q) N CY*Q): dyulpa = 0, Lu € L?(Q)} Igazoljuk, hogy ekkor az L: L?(Q) — L3()
operator szimmetrikus, azaz (Lu,v)r2(q) = (4, Lv)r2(q) minden u,v € D(L) esetén, tovdbba L pozitiv, azaz
(Lu,u)r2(0) > 0 minden u € D(L) esetén, és egyenlGség csak u = ¢ € R esetén allhat fenn.

Megoldas. a) Hasznéljuk a masodik Green-formulat, amely sima peremt tartomany és u,v € D(L), fliggvények esetén
a kovetkez6t mondja (vigyazzunk, hogy Lu = —div(pgradu)):

/ (vLu —ulv) = — / p(vd,u — udyv) do.
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Igy az u és v fiiggvényre vonatkoz6 homogén peremfeltétel miatt (Lu,v) — (u, Lv) = 0 minden u,v € D(L) esetén.
Maésrészt v = u valasztassal u € D(L) esetén az elsé Green-formula alapjan

(Lu, u) 200 :/uLu:/p|gradu|27/ pv@l,uzm/ lgrad u|” > 0.
Q Q o9 Q

A fenti egyenl6tlenséglancolat jobb oldalan pontosan akkor &all egyenlGség, ha gradu = 0, vagyis u = ¢ € R. A D(L)-ben
szereplé homogén peremfeltétel miatt sziikségképpen ¢ = 0, azaz u = 0. Ezzel belattuk, hogy L szigorian pozitiv operator
D(L)-en.
b) Az a) részhez hasonléan jarunk el, a masodik Green-formulét és a normalis iranya derivaltra vonatkozo homogén
peremfeltételt alkalmazva kapjuk, hogy
/vLu—/uLv:O.
Q Q

Ezenkivill u = v, u # ¢ € R esetén az els6 Green-formula alapjan

(Lu,u) 200 :/uLu:/p|gradu|2 > m/ | grad u|? > 0.
Q Q Q

A fenti egyenlétlenséglancolat jobb oldalan pontosan akkor all egyenl@ség, ha gradu = 0, vagyis u = ¢ € R (és a
konstansfiiggvények mind D(L)-ben vannak).

5. Mutassuk meg, hogy a Dirichlet-feladatnak legfeljebb egy C?(2) N C1(Q)-beli megoldasa lehet, a Neumann-feladat
C?(2) N C1(Q2)-beli megoldasai pedig csak konstansban térhetnek el egymastol.

Megoldas. Ha van ket C2(Q) N C*(Q) megoldasunk, akkor a kiilonbségiik, amely ugyancsak C?(Q) N C1(Q)-ban van,
kielégiti a homogén feladatot, azaz 0 = L(u; — uz), ebbdl kovetkezGen (L(u; — usg),u1 — ug) = 0. De az 5. feladatbdl
tudjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha Dirichlet-féle peremfeltétel esetén u; —us = 0, vagy Neumann-féle peremfeltétel
esetén u; —uy konstans. Atfogalmazva, a Dirichlet-feladatnak egyértelmii a C2(Q)NC*(Q) térbeli megoldésa, a Neumann-
feladatnak az ilyen térbeli megoldasai konstansban térnek el egymastol. Megjegyezziik, hogy a Dirichlet-feladatnak az
u € C?(Q) N C(Q) megoldasa is egyértelmtd, ennek bizonyitésa azonban a maximumelvre kellene tdmaszkodnunk. A
megoldas létezése sokkal nehezebb kérdés, ezt 1asd elGadason.

Megemlitjiik, hogy a Dirichlet-féle peremfeltétel Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) német matematikusrol
kapta nevét, aki elgszor foglalkozott az ilyen tipusu peremérték-feladatokkal és vette észre, hogy a feladat valéjaban egy
energiaminimalizacios probléméval ekvivalens, késébb ezt nevezték Dirichlet-elvnek. A Neumann-féle peremfeltétel Carl
Gottfried Neumann (1832-1925) német matematikus és fizikus nevét viseli, aki elektromossagtani vizsgalodésai soran
foglalkozott ezzel a peremfeltétellel. A funkcionalanalizisbeli Neumann-sor is réla van elnevezve, ugyanis Neumann a
peremérték-feladat megoldésait éppen ilyen sor alakjaban adta meg.

6. Igazoljuk, hogy ha L a 3. feladatban definialt operator és D(L) = {u € C?(Q) N C1(Q): d,uloq = 0, Lu € L*(Q)},
akkor R(L) C ker(L)*, azaz ha {&,uéz i (J)c, Q-ban, . akkor /Qf —0

Megoldas. Az els6 Green-formulat alkalmazva az w € D(L), v € C'(Q) fiiggvényekre, majd felhasznélva az u-ra
vonatkozo (D(L)-ben adott) homogén peremfeltételt, azt kapjuk, hogy

/vfz/vLuz/p(gradu,gradv>.
Q Q Q



Valasszuk v-t az azonosan 1 fiiggvénynek, ez benne van C'1 (Q2)-ban, ekkor a fenti egyenlségbol / f = 0adodik. Jegyezziik

meg, hogy a feladat allitasa valojaban az L operator szimmetrikus voltan mult. Valoban, tgtszc’ileges L:D(L) - H
szimmetrikus operatorra igaz, hogy R(L) C ker(L)*, hiszen minden u € D(L) és v € ker(L) esetén (Lu,v) = (u, Lv) = 0.
Azt is megemlitjiik, hogy a fenti feltétel a megoldhatosag szempontjabol elegendd is, ez kovetkezik példdul a Fredholm-féle
alternativatételbdl, lasd elGadéason.

Au=1 Q-ban

* feladatnak nincs u € C?(2) megoldasa.
ulon =0,

7. Legyen Q = (0,1)? C R2. Bizonyitsuk be, hogy a {

Megoldas. Vegyiik a tartomany egyik sarkat, példaul az origot. Az = tengelyen és az y tengelyen is a peremfeltétel
miatt u = 0. Ekkor (mivel u a tartomany lezartjan kétszer differencialhat6, ezért) O,u(x,0) = dyu(0,y) = 0, igy
92u(0,0) = 92u(0,0) = 0, azaz Au(0,0) = 92u(0,0) + d2u(0,0) = 0. Azt kaptuk, hogy ha u teljesiti a peremfeltételt (és
kétszer differencialhato a tartomany lezartjan), akkor sziikségképpen Awu(0,0) = 0. Vagyis u nem teljesitheti a tartomény
belsejében a Au = 1 feltételt, hiszen akkor a folytonossag miatt a sarokban is ennek kellene teljesiilnie.

8. Legyen B;(0) az origd kozéppontu 1 sugara nyilt kérlap. Milyen o € R esetén van az alabbi peremérték-feladatnak
u € C%(B1(0)) N CY(B1(0)) megoldasa? Adjuk meg a megoldasokat!

{ Au=a Bj(0)-ban,
dvulap, (0) = 1.

Megoldas. Alkalmazzuk az els6 Green-formulédt az u és a konstans 1 fliggvényekre. Ekkor grad 1 = 0 miatt

/ 1-Au:/ 1-0,udo.
B1(0) 9B, (0)

adodik. Behelyettesitve a Au = a és 9, u|sp, () = 1 Osszefiiggéseket

/ o= / 1ldo.
B1(0) 9B1(0)

A fenti egyenl@ség bal oldalan a konstans « fiiggvény egységkoron vett integralja szerepel, ez nem mas, mint az egységkor
teriiletének «-szorosa, vagyis am. A jobb oldalon pedig a konstans 1 fliggvénynek az egységkorvonalon vett integralja
all, ez nem més, mint a korovnal hossza, vagyis 2m. A két kifejezés megegyezik, kovetkezésképpen am = 2w, tehat
sziikségképpen o = 2. Ez azt jelenti, hogy csak o = 2 esetén lehet C?(B1(0)) N C*(B1(0))-beli megoldasa a feladatban
szerepl6 peremérték-feladatnak. Vegyiik észre, hogy ekkor van is, hiszen az u(x,y) = %(xz +y?) = %7.2 fiiggvényre Au = 2
és Oyulop, (0)u = Orul,—1 = 1. Az 5. feladat alapjan tudjuk, hogy a Neumann-feladat C?(B;(0)) N C*(B;(0)) megoldasai
konstansban térnek el egymastol, igy o = 2 esetén a peremérték-feladat 6sszes megoldéasa u(z,y) = %(mz +92) + c alakd,
ahol c € R tetszsleges.

Okoskodhattunk volna gy is, hogy tekintjiik az v(z,y) := u(x,y) — ir? fiiggvényt. Ekkor v-re homogén Neumann-
peremfeltétel teljesiil, tovabba Av = a — 2. A 6. feladatb6l azonban tudjuk, hogy ekkor fBl(O) (a —2) = 0 teljesiil, vagyis
sziikségkéépen a—2 = 0, ekkor viszont v = ¢, hiszen a homogén Neumann-feladatnak a konstansfiiggvények a megoldésai.

9. Legyen B (0) az origé kdzéppontt 1 sugart nyilt kérlap, tovabba T := {(z,y) € R? : 2% + x + 2y* < 1} (egy ellipszis
belseje). Oldjuk meg az alabbi peremérték-feladatokat!

2) { Au=x +y B;(0)-ban,
u|331(0) = 0.

{ Au=z B;(0)-ban,
b) 2
ulaBl(O) =y

ulor = 2.

0 { Au=1 a T tartomanyban,
Megoldas. a) Kézenfekvs az u megoldast u(x,y) = (22 +y?—1)(ax+by+c) alakban keresni, hiszen ekkor a peremfeltétel
automatikusan teljesiil. Ekkor Au(z,y) = 8ax + 8by +4c. A feltételekbdl kovetkezben a = b = é és ¢ = 0. Tehat a feladat
megoldasa u(z,y) = ¥ (22 + y? — 1).

b) Kézenfekvé az u megoldast u(z,y) = (2% + y?> — 1)(ax + by
ziutomatikusan teljesiil. Ekkor Au(z,y) = 8az+8by+4c+2, igy a = %
3) + 92
’ ¢) Kézenfekvé az u megoldast u(x,y) = (22 +x +2y% —1)c+ 2?2 alakban keresni. Ekkor Au(z,y) = 6¢c+2, gy ¢ = —
tehdt u(z,y) = —& (2% + 2z +2y% — 1) + 22

Jegyezziik meg, hogy az el6bbi mddszer segitségével polinom jobb oldallal, illetve polinom kezdeti fiiggvénnyel adott
Dirichlet-feladat klasszikus megoldésat meg tudjuk keresni. Valéban, az 1. feladatsor 5. feladatanak megoldasdban meg-
mutattuk, hogy a Laplace-operdtor az n-edfokt kétvaltozds polinomok terét sziirjektiven képezi le az (n — 2)-edfoku
kétvaltozos polinomok terére. A megoldas egyértelmiiségét pedig ennek a feladatsornak az 5. feladataban igazoltuk.

+ ¢) + y? alakban, hiszen ekkor a peremfeltétel
b=0,c=—3. Tehat u(z,y) = (¢®+y? —1) (g2 —
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