*1.

8. feladatsor
III. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

Mutassuk meg, hogy R"-ben a Au = 0 Laplace-egyenlet elforgatasra nézve invarians, azaz ha ) n xn-es ortogonélis
matrix, akkor a v(z) = u(Qx) (x € R™) figgvényre Av = 0.

. Keressiik meg a Au = 0 egyenlet u(z) = v(|z]) (x € R™) alaku (més szoval radialisan szimmetrikus) megoldasait,

ahol v: R — R fiiggvény.
Legyen a tovabbiakban 2 C R™ korl4tos, sima peremii tartomény, tovibba p € C(Q), amelyre p(x) > m > 0 minden

n

x € Q) esetén. Definialjuk az Lu := — div(pVu) = — Z 0;(pd;u) masodrendi differencialoperatort. Bizonyitsuk be,
i=1

hogy L egyenletesen elliptikus operator.

Legyen L a 3. feladatban definialt operator.

a) Legyen D(L) = {u € C?*(Q) N CY(Q): uloq = 0, Lu € L?(Q)} Igazoljuk, hogy ekkor az L: L?(Q) — L?(Q)
operator szimmetrikus, azaz (Lu,v)r2q) = (u, Lv)12(q) minden u,v € D(L) esetén, tovabba L szigortian
pozitiv, azaz (Lu,u)r2(q) > 0 minden v € D(L), u # 0 esetén.

b) Legyen D(L) = {u € C*(Q) N CYQ): dyuloq = 0, Lu € L*(2)} Igazoljuk, hogy ekkor az L: L?(Q) — L?(£)
operédtor szimmetrikus, azaz (Lu,v)r2(q) = (u, Lv)2(q) minden u,v € D(L) esetén, tovabba L pozitiv, azaz
(Lu,u)r2(q) > 0 minden u € D(L) esetén, és egyenlGség csak u = ¢ € R esetén allhat fenn.

. Mutassuk meg, hogy a Dirichlet-feladatnak legfeljebb egy C?(£2) N C*(Q2)-beli megoldésa lehet, a Neumann-feladat

C?(Q) N C1(Q)-beli megoldasai pedig csak konstansban térhetnek el egyméastol.
Igazoljuk, hogy ha L a 3. feladatban definialt operétor és D(L) = {u € C*(Q)NC*(Q): dyulaq =0, Lu € L*(Q)},

akkor R(L) C ker(L)*, azaz ha {c%uég i (J)‘: Q-ban, akkor /Qf — 0.
Au=1 -ban

" feladatnak nincs u € C%(2) megoldésa.
ulon =0,

Legyen Q = (0,1)? C R2. Bizonyitsuk be, hogy a {

Legyen B;(0) az origo kozéppontt 1 sugart nyilt korlap. Milyen o € R esetén van az alabbi peremérték-feladatnak
u € C?(B1(0)) N C*(B1(0)) megoldasa? Adjuk meg a megoldasokat!

{ Au=a B;(0)-ban,
Buu|331(0) = 1.

Legyen B (0) az origé kézépponti 1 sugart nyilt kérlap, tovabba T := {(z,y) € R? : 2% + x + 2y* < 1} (egy ellipszis
belseje). Oldjuk meg az alabbi peremérték-feladatokat!

Au=z+y Bi(0)-ban,
{u|631(0) =0.

Au=2x B;(0)-ban,
{U|aBl(o) =y

o) { Au=1 a T tartoményban,

ulor = 2.



