A 6. feladatsor megoldasa
II1. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

1. Tegyiik fel, hogy g € C(R"™) korlatos, és legyen ekkor u(t,z) = / e*‘"‘rzg(:c —2v/tn) dn.

1
(Vm)®
a) Bizonyitsuk be, hogy u(0,z) = g(z) minden z € R™ esetén.

b) Legyen n = 1, tovdbba tegyiik fel, hogy g € C?(R), amelyre g,g’,g" korlatosak. Mutassuk meg, hogy ekkor
0w — 0%u =0 RT x R"-ben.

Megoldas. a) Elgszor is jegyezziik meg, hogy ¢ korlatossidga miatt az integral létezik és véges. Méasrészt vilagos
(paraméteres improprius integralok folytonossaga miatt), hogy

u(0,z) = ! eI g(x =g(x ! eI dn = g(x
(0,z) (ﬁ)n/n g(z)dn g()(ﬁ)n/n dn = g(z),

ahol felhasznéltuk, hogy / eIl dn = (v/m)" (lasd az 5. feladatsor 3. feladatat).

b) A feltételekbsl adodoan a derivalast elvégezhetjiik ugy, hogy az integrandust derivaljuk (paraméteres improprius
integralok differencialhatosaga). Ekkor egyszerd szamolassal adodik, hogy
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ahol egy parcialis integréalast hajtottunk végre. Vegyiik észre, hogy a szogletes zéarojelbeli fliggvény |n| — oo esetén 0-hoz
tart, hiszen 0;¢ korlatos, a maradék pedig 0-hoz tart, ha |n| — oc. Igy a fentiek alapjan

n

Auft,a) == (ﬁlr)n /Rn e " 9g(x — 2\/577)% dny

j=1

tehat O;u = Au RT x R™ben.

A késébbi példak kedvéért érdemes meggondolni, hogy a fenti szdmitasok mind érvényben maradnak, ha a g fiiggvény
és derivaltjai ,nem nének tal gyorsan” (példaul legfeljebb e¢l*l nagysagrendiiek).

Megjegyezziik, hogy a kovetkezéképpen is érvelhettiink volna. A ¢ = x — 2v/tn koordinatatranszforméaciéval kapjuk,

h
- Nl / e g(z — 2/tn) dn = / L= e e
(\/7?)” n R™ (2\/7???)"

Az 5. feladatsor 4. feladatdban pedig belattuk, hogy a (t,z) — (2\/%)71 e

kielégiti a hGvezetési egyenletet, igy a feltételek miatt a fliggvény paraméter szerinti integralja is. Ebben az esetben elég
a g € CR™) N L>®(R™) feltételezés, nincs sziikség a derivalhatoségra. Jegyezziik meg, hogy az u megoldas minden
esetben C°(RT x R™) (s6t analitikus), fiiggetleniil a g fiiggvény simasagatol. A hévezetési egyenlet e tulajdonsagat
szokés parabolikus simitasnak nevezni.

Végiil egy fontos dolgot hangsilyoznunk kell. A hévezetési egyenletre vonatkoz6 Cauchy-feladatnak nem egyértelmi
a megoldasa, s6t végtelen sok megoldasa van, a fenti formula ezek koziil ad meg egyet, a fizikailag redlisat. Végtelen
sok megoldas létezésére Andrej Nyikolajevics Tyihonov (1906-1993) adott egyszertd konstrukciot, ezek a megoldasok
|| — oo esetén ,,gydorsan” novekednek (el*!” nagysagrendben). Ha ennél lassabb novekedést kotiink ki, akkor a megoldas
egyértelm, és a fenti formula is érvényes. Megemlitjiik, hogy bar végtelen sok megoldas van, David Vernon Widder (1898—
1990) maerikai matematikus igazolta, hogy nemnegativ megoldas legfeljebb egy. A nemnegativitési feltétel logikus, ha u
az abszolut hémérsékletet jelenti.

A tovabbiakban, ha a hévezetési egyenlethez tartozo Cauchy-feladat megoldasarol beszéliink, akkor a fenti formuléaval
értelmezett megoldasra gondolunk.

c—£|2
b fiiggvény (pontosabban ennek egy eltoltja)

2. Oldjuk meg az alabbi parabolikus Cauchy-feladatokat!

2) Ou—0%u=0 R' x R-ben,
u(0,2) =2 (x €R).



b) Ou—u=0 RT x R-ben,
u(0,z) =cosxz (z € R).

Megoldas. Hasznéljuk az elsé részfeladatra vonatkozd megolddképletet, amelyet az 1. feladatban bizonyitottunk.
1 i 1 > 1 e
a) u(t,z) = ﬁ/—oo e_lnlz(x — 2Vtn)dn = \ﬁ/—oo e_|"|2xd7] - ﬁ/;oo e_‘"‘QQtndn = z, felhasznalva, hogy

/ eIl dn = 1, masrészt a masodik integrandus paratlan fliggvény, ezért az integralja nullaval egyenlé az origora

szimmetrikus intervallumokon.

b) A megoldoképlet alapjan u(t,z) = —/ cos T — 2\/77) dn. Alkalmazzuk a cos fiiggvényre vonatkozd
cos(a — B) = cosacos B + sin asin 8 addiciés formulat. Ekkor
1 oo
u(t,z) = T / eIl cos(x — 2\[77 —/ nl* cosascos 2\/%77 + sin z sin 2\/in> dn =
T J-—

1 /°° In|?
= cosx—— e " cos 2vtndn = et cos x
VT J oo

adodik, felhasznalva egyrészt, hogy a sin fliggvény pératlan, igy az integrédlja nulldval egyenl$ az origéra szimmetrikus
intervallumokon, masrészt pedig a 4. feladatsor 5. feladataban szerepld

o0 2
/ e cos bydy = 4/ Tt
oo a
t

Osszefiiggést a = 1, b = 21/t valasztéssal. Végeredményben tehéat u(t, x) = et cos .

3. Legyen n =1, f = 0, és tekintsiik a parabolikus Cauchy-feladatot.

a) Tegyiik fel, hogy g € C(R) korlatos. Igazoljuk, hogy ha g(z) > 0 (z € R), akkor a Cauchy-feladat u megoldasara
u(z) >0 (z € R).

b) Tegyiik fel, hogy g € C?(R) és g, ¢', ¢” korlatos. Igazoljuk, hogy ha g konvex, akkor minden ¢ > 0 esetén a
Cauchy-feladat v megoldasara u(t, -) is konvex.

Megoldas. a) Ha g(x) > 0 minden z € R esetén, akkor u(t, z) = % /00 e_lnlzg(x — 2v/tn) dn > 0, hiszen nemnegativ
fliggvény integralja nemnegativ. e

b) Ha g konvex fiiggvény, akkor g”(z) > 0 minden = € R esetén, igy d>u(t,z) = % /00 e_l”lzg”(oc —2/tn) dn > 0,
azaz u(t,-) is konvex fiiggvény. -

Megjegyezziik, hogy hasonldan igazolhatd szadmos egyéb tulajdonsig 6roklGdése a kezdeti feltételrdl a megoldésra.

4. Bizonyitsuk be, hogy a parabolikus Cauchy-feladat « megoldéasa folytonosan fiigg g-t6l a kovetkezG értelemben: ha
g1, g2 € C(R™) korlatosak, amelyekre |g; (z) — g2(x)| < e (x € R™), akkor a parabolikus Cauchy-feladat megfelels uy, ug
megoldésaira |u; (t, ) —uz(t,z)| < e ((t,z) € Rf x R).

Megoldas. A feltételek alapjan a megoldoképlet felhasznalasaval adodik, hogy

ui(t, ) —ua(t, = ! e 1|1 (z) — go( = eI dn = ¢
g (t, ) — us(t, x)| < ) /Rn |91(x) — g2(x)| dn < ) /Rn dn =e.

5. Legyen n =1, f =0, g € C(R), és tegyiik fel, hogy supp g C [a,b], valamint g|,; > 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a
parabolikus Cauchy-feladat u megoldasara u(t,x) > 0 minden (¢,z) € R* x R esetén! (Végtelen sebességti hiterjedés)

r—b x—

2Vt 2Vt

g(z — 2v/tn) = 0. Ekkor u(t,z) = /ei|”|2g(x — 2V/tn) dn > 0, hiszen pozitiv fiiggvény integrélja pozitiv.
I

Megoldas. A feltételekbdl kovetkezSen g(z — 2v/tn) >0, han e I = { } és ezen intervallumon kiviili n-kra

*6. Legyen g: R? — R folytonos fiiggvény, amelyre 0;g létezik és folytonos R%-en. Ertelmezziik az f: R — R fiiggvényt
ugy, hogy f(z) = / g(z,y) dy, ahol a € R rogzitett. Mutassuk meg, hogy f'(z) = g(z,x) / Ohg(z,y) dy.
a

Megoldas. A feladat beadhato, ezért a megoldast nem arulom el.

7. Tekintsiik a
O —Av=0 R* x R™ben,
v(0,2) = f(r,z) (z€R")



feladatcsaladot, ahol 7 € R:{ paraméter. Tegyiik fel, hogy minden 7 € Rar esetén a feladat v(-,-;7) megoldasara
v, 0w, Av € C(]Rar x R™ x R(J{). Ertelmezziik ekkor az u fliggvényt a kovetkezGképpen:

t
u(t,z) = / o(t — 7, x;7)dT.
0

Bizonyitsuk be, hogy dyu — Au = f RT x R"-ben és u(0,z) = 0 (z € R"), azaz u megoldésa a masodik részfeladatnak.
(Duhamel-elv)

0
Megoldas. Vilagos, hogy u(0,z) = / (...) =0 (z € R"). Ezenkivill a 6. feladat derivalasi szabalyat alkalmazva
0

t t
Opu(t,x) = v(0,x;t) + / Ot —7,x;7)dr = f(t,x) + / Ou(t — 7, x;7) dr,
0 0

hiszen v(-,-;7) megoldasa a (x) feladatnak 7 = t paraméter mellett, igy v(0,z;t) = f(¢,z). Ezenkivill Au(t,z) =
t

Av(t — 7,2;7) dr, mert a feltételekbol kovetkezSen az integral derivaltja az integrandus dervaltjanak integralja. A

0
fentieket Osszevetve

Opu(t,x) — Au(t,z) = /0 (Ov(t —T,2;7) — Av(t — 7,23 7)) dr = f(t, @),

ugyanis Qv (t —7,2;7) — Av(t—7,2;7) = 0 minden 7 € RT esetén, hiszen v(-, - ; 7) kielégiti a (x) feladatot. Megjegyezziik,
hogy az 1. feladatban szerepls formula segitségével megadhatjuk a v(-,-;7) fliggvények konkrét alakjat. Nevezetesen

i) = u(t.a) = e [ pra =2V iy = it = o [ S g as

(V)" (2v/mt)"

ahol a ¢ = x — 2v/tn helyettesitést hajtottuk végre (tovdbba felhasznéltuk, hogy a transzformacié Jacobi-determininsa
(2\/1Z)n ). Ennek megfelelGen a 2. részfeladat megoldasa

t 1 e
ug(t,x):/o (27r(t—7‘))"/n€ @ f(r,&) d¢ dr.

Oov—Av=f R* x R™-ben,
v(0,z) =g(z) (zeR")

Igy a

parabolikus Cauchy-feladat megoldasa

|z—g|2

¢ 1 _le—el? 1 _lz—el?
U(tvf):/o (277(15—7))"/ne c ”f(ﬂf)dfd7+(2\/ﬁ)n/w€ g(§) d€.

Megjegyezziik, hogy a Duhamel-elv sokkal altalanosabban is érvényes, tetszéleges O;u — Lu = f alaku egyenletekre is,
ahol L allando egyiitthatos differencidloperédtor. S6t, hiperbolikus egyenletekre is kiterjeszthets az elv, lasd a kdvetkezd
feladatsort. Valojaban kézonséges differencidlegyenletek esetében is érvenyes, az y™ + ap_1y™ Y + ... a1y + aoy = f,
y9(0) =0 (j =0,...,n — 1) kezdetiérték-feladat megoldasat megkapjuk az y(") + Gn_1Yy (=1 4 .a1y- + apyr = 0,

(j)(O) = O (J=1,...,n—1), y-(0) = f(r) feladat y, megoldasabol az y(t fo yr(t —7)dr 1ntegral segitségével. Mas
szoval y(t fo §(t—7) dr, ahol § az §™) +a, 15" V4. 1§ +aof = f, 79(0)=0(j =0,...,n—1) kezdetiérték-
feladat megoldasa vagyls 7 (a negativ félegyenesre 0-ként kiterjesztve) éppen alapmegoldasa a differencidloperatorunknak
(és igy az y megoldast valoban az alapmegoldés és a jobb oldal konvoliciojaként nyerjiik).

Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872) francia fizikus és matematikus, aki tobbek kozott a hévezetés kapcsan
foglalkozott differencidlegyenletekkel. Az elvet valoszintileg nem 6 fedezte fel, de a hévezetésrsl szol6 munkii nyomén
késébb rola nevezték el.

8. Oldjuk meg a kovetkezs parabolikus Cauchy-feladatokat!

) Ou—2u=x+t R xR-ben,
& u(0,2) = €” (x € R).

b) Opu — 402u +u =e* RT x R-ben,
u(0,z) =2 (x €R).

Megoldas. a) Az els6 részfeladat megoldasa a megoldoképletiink alapjan

1 oo —n? z—2/t x4+t 1 e —( +\/f)2 T+t
ul(t,x):ﬁ e e Tdn=e 7 e\ dn =",



+oo
felhasznélva, hogy / e dn = /7 (1asd az 5. feladatsor 4. feladatét). A masodik részfeladat megoldésat a Duhamel-

elv segitségével keres_hetjiik meg. Segédfeladatunk a kovetkezs:

v —Av =0 R* x R-ben,
v(0,2) =z+7 (x€R™).

A fenti Cauchy-feladat megoldasa
+oo +oo 2 T +oo
o(t,z;7) = \f/ - l‘+7'72\[7] \f/ - :c+7')d \/\; efnzndn:achT,

hiszen a masodik integral paratlan fiiggvény integralja, tehat nullaval egyenls, az els6ben pedig az 5. feladatsor 4. feladatat
t 2

P t
hasznalhatjuk. Igy a 2. részfeladat megoldasa us(t,x) = / (x + 7)dr = to + 5 A fentiek alapjan a Cauchy-feladat

0
2

t
megoldédsa a feladat linearitdsa miatt a két részfeladat megoldasénak dsszege, vagyis u(t,x) = e*t + tx + 5

b) Elgszor hozzuk a feladatot a ,hagyoményos” alakra. Helyettesitsiink a feladatban x helyett 2z-et, és legyen v (¢, z) =
u(t, 2x), ekkor v-re a kovetkezs Cauchy-feladatot kapjuk:

0w —d2v+0v=1e2* RT x R-ben,
v(0,2) = 42? (z €R).

Szorozzuk az egyenlet ef-vel, és legyen w(t, ) = e'v(t, ), ekkor w-re a kovetkezs Cauchy-feladatot nyerjiik (felhasznélva,
hogy w(0,z) = v(0,x)):

Oyw — 02w = e2*+t  RT x R-ben,
w(0,z) = 422 (x € R).

Ez mér a hagyoményos alaki parabolikus Cauchy-feladat. Az 1. részfeladat megoldasa a formula szerint

Foo 9 1 oo 2 1 oo 2 1 oo 2 4
wi(t, x) \f/ (@ — 2V/tn)? dy = da \/;r/ e’ dn16\/iﬁ/ e’ ndn+16tﬁ/ e " n7dn.

Vegyiik észre, hogy az n — e*”Qn fiiggvény paratlan volta miatt a fenti egyenlGség jobb oldalan szereplé mésodik integral
+oo
értéke nulla. Az elsS integral értéke 4x2, felhasznalva, hogy / e~ dn = /7 (lasd az 5. feladatsor 4. feladatat). A

harmadik integralban pedig egy parcialis integralast hajthatunI{ végre az alabbi modon:

Y 1 1 . ]t 1 [t 1
= N n2dn = — | —ZeM - N dn = =
ﬁ/oo ¢ ﬁ[ 2 ”}_oﬁzﬁ/m c Ty

ahol felhasznaltuk, hogy 6_77277 — 0 valahanyszor |n| — +o0o, hiszen az exponenciélis nulldhoz tartas ,legy6zi” a poli-
nomialis végtelenbe tartast. Végiil tehat uy(t,x) = 4a? + 8. A 2. részfeladat megoldasadhoz bevezetjiik a kovetkezd
segédfeladatot:
Ov—Av=0 R* x R-ben,
{ v(0,2) = **T7  (z € R").

Ennek megoldéasa
1 +o0 1 +o0 1 +oo

o(t, @i 7) = ﬁ /_Oo e_’72 .62w—4\/2n+7 dn = ﬁ /_Oo e—(n_2\/{)2+4t+2$+7 dn = 62x+7+4tﬁ /_OO e_gzdg — p2utT 4t
Ekkor a Duhamel-elv szerint a 2. részfeladat megoldasa

t t 1

u2(t .’L’) — / 62x+'r+4(t77') dr = 62m+4t/ 6737 dr = —*62m+4t(€73t _ 1).
’ 3
0 0

A linearitds miatt a Cauchy-feladatunk megoldésa a két részfeladat megoldésainak Osszege, azaz w(t,x) = 42% + 8t +
ge2etdlt _ Le2utt gg jgy u(t,x) = a?e™! + 8te™! + LT3 — e,



