Az 5. feladatsor megoldéasa
II1. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

1. Bizonyitsuk be, hogy a 0;u—Au = 0 hévezetési egyenlet dilataciéra nézve invarians, pontosabban, ha v(t, x) = u(\%t, Az)
(t > 0,2 € R™), ahol A € R tetsz6leges, akkor d;v — Av = 0.
Megoldas. Az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan dyv(t, z) = N20,u(\%t, Az), div(z) = AJu(N\*t, A\x), Ov(z) =
A202u(N%t, \r), igy
x) = Z@fv(m) =\2 Z@fu()@t, Az) = A2 Au(\’t, \x).
i= i=1

Ennek alapjan
ov(z) — Av(z) = N20u(N\t, A\x) — N2 Au(N\t, \x) = 0.

jz?

" ) (t > 0,z € R™) alakt megoldésait, ahol v €

2. Keressiink az n-dimenzios hévezetési egyenletnek wu(t,z) = t—v (

C%(RY) és a € R.

2
Megoldas. A v = 0 fiiggvény nyilvan megoldas, keressiink ettdl kiilonboz6t! A rovidség kedvéért hasznaljuk a z = @
(t > 0,2 € R™) jelolést. Az szorzat és az Osszetett fliggvény derivalasi szabélya alapjan
=2 a z
atu(t’x) = _ta+1 U(Z) to‘+2 (Z) = _taJrlU(Z) - tajv (Z),
tovabba 0, u(t,z) = ﬁ,’%v’(z), igy
42 2 422
83_7,u(t,x) = taﬁvl(z) + ta-:QU//(Z) _ Wv,(z) + t(H_]l ’UH(Z).
Ez azt jelenti, hogy az u fiiggvény pontosan akkor megoldasa a d,u — Au = 0 hévezetési egyenletnek, ha
a - 437? " —a—1 " /
0=0m— Au = _WU( z) — ta—s-l Z ta+1 ta+1 v'(z) | =—t (420" (2) — (z 4 2n)v'(2) — aw(2)).
Jj=1
Kovetkezésképpen
420" (2) + (2 + 2n)v'(2) + av(z) = 0.
Vegyiik észre, hogy
1
0=420"(2) + (2 4+ 2n)v'(2) + av(z) = 4z <v”(z) + 41/(2)) +2n ( "(z) + 2—1}( ))
n
igy célszerti az o = 2 valasztas, hiszen ekkor a differencislegyenlet a w(z) = v'(2) + tv(z) fiiggvény bevezetésével a

kovetkez6 alakra egyszeriisodik:
dzw'(2) + 2nw(z) = 0.

Ez egy szétvalaszthaté valtozojt egyenlet, akar meg is oldhatnénk, azonban gondoljuk meg, hogy v € C?(R{), azaz
w € CH(RY) megoldast szeretnénk, ezért az egyenletbdl kivetkezSen w(0) = 0, és az egyértelmii megoldhatésag folytan
egyetlen ilyen megoldas van, mégpedig w(z) = 0. Ekkor v/(z) + 1v(2) = 0, vagyis v(z) = Ce~4%. Végeredményben tehat

u(t,x) = ﬁ .Ebbéla C = (2 f) valasztéassal éppen az n-dimenziés hévezetési egyenlet alapmegoldasat nyerjiik.

A C konstans elébbi médon torténd megvélasztasanak okat lasd a 4. feladat b) részében.

Megjegyezziik, hogy a fenti speciélis alaki megoldés keresésére éppen az 1. feladat adja az Gtletet, azonban erre az
alakra dimenzidanalizisbeli megfontolasok segitségével is rajohetiink. A hévezetési egyenlet egyébként elGszor Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830) francia matematikus és fizikus irta fel 1822-ben A hdvezetés analitikus elmélete cimmel kiadott
munkajaban, amelyben az egyenletet, és a hozza tartozd kezdetiperemérték-feladatot a késébb rola elnevezett Fourier-sorok
(tehét trigonometrikus sorok) segitségével vizsgélta. A mi a fizika fejlédésében egy oridsi mérfoldks volt, Lord Kelvin
példaul 16 éves koraban két hét alatt attanulméanyozta, és egész késébbi palyafutdsadt meghatarozta. Ahogy 6 fogalmazott
a mi egy ,nagyszeri matematikai kdltemény”. Hasonloan vélekedett a kivalo fizikus Arnold Sommerfeld, aki a fizikusaok
biblidjanak nevezte a mivet.

Fourier fizikai kutatasai mellett a francia Isére megye prefektusaként tevékenykedett, és ezalatt készitette el egyiptologiai
témaju attekintd monografiajat is. Témavezet§je Lagrange volt. Doktori tanitvanyai kozé tartozott tobbek kdzott Dirichlet.
Az iiveghazhatas felfedezése is Fourier nevéhez kothetd.

3. Mutassuk meg, hogy / e~ an = (V)™

n



“+oo
Megoldas. Hasznéljuk fel, hogy / e~ dz = /7, ekkor

o
2 +OO +OO 2 2 +OO 2 +OO 2
/ eI dnz/ / e T T dny L dpy, :/ e M dm---/ e~ dny, = (V)"
R™ —00 —o00

— 00 — 00

4. Legyen E: R x R®™ — R, amelyre

1 _l=?
—e 4  ha t> 0,z € R",

E(t,z) = (Qm)

0, ha t <0,z € R™.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha = # 0, akkor lim E(t,z) =0, viszont lim E(¢,0) = +oo.
t—0+ t—0+4

b) Igazoljuk, hogy minden ¢ > 0 esetén E(t,z)dx = 1.
Rn

¢) Mutassuk meg, hogy £ € LL (R x R™).

loc
d) Igazoljuk, hogy O,E(t,z) — AE(t,z) =0, hat >0 és x € R™.

e) Bizonyitsuk be, hogy 0;E — AE = ¢, disztribiicié értelemben R™*!-en.

Megoldas. a) Legyen s := 1, ekkor

1 b gl
lim E(t,z) = lim ( S) e 1 =0,

t—0+ s—+oo \ 2\ 7
hiszen az exponencialis tényezs ,legy6zi” a polinomiélis tényez6t. Ha « = 0, akkor E(¢,0) = € \/%)n — 400 valahanyszor
t — 0+.
b) Legyen ¢t > 0 rogzitett, és alkalmazzuk a £ = 2%/{ helyettesitést! Ekkor a transzformécié Jacobi-determinansanak

abszolutértéke (2v/ )n, igy

1 2 n 1 2
E(t,z)dx = / S (2\/{5) d¢ = —— / e € e — 1.
/n R (2v/7t) (V) n
¢) Legyen K C R x R™ kompakt halmaz. Ekkor létezik T' > 0, amelyre K C [T, T] x R™. Igy a b) rész felhasznalasaval

T
/|E|:/E§/ ( E(t7x)dx)dt:2T<oo.
K K -7 \JR"

d) Egyszert szamoléssal adodik, hogy

1 =P |zf? 1 =P 1 a2
O,E(t.x)=——— ¢ a [ — 4 2L 6s P E(t.x)=—— e 4t [ — i
) = (m " 4t2) OB = e (m BT )

igy

- 1 Bl a2
AE(tz) = 2 E(tz) = ——— ¢ <+1>
; ' (2v/xt) 2t 4¢2

amibdl a feladat allitasa nyilvanvaléan kévetkezik.
e) Be kell latnunk, hogy minden ¢ € 2(R x R™) esetén

(1) —T(0p) — Te(Ap) = do(p).
Tegytik fel, hogy supp ¢ C [-T,T] x Bgr(0), ahol Bg(0) az origd kézéppontu (nyilt vagy zart) R sugard gémb. A tovab-

biakban az (?7?) egyenl6ség bal oldalanak (—1)-szeresét alakitjuk at ugy, hogy végil a jobb oldal (—1)-szeresét kapjuk.
Elgszor vegyiik észre, hogy ¢ kompakt tartdja és F definicioja miatt

+oo T
(2) Tg(0wp) +Te(Ap) = / / (Edrp + EAp)dx dt = / / (E0wp + EAp)dxdt =
—oo JR® 0 JBr(0)

T
= lim / / (EOvp + EAp) dx dt.
€ BR(O)

e—=0



Vizsgaljuk meg egyenként az el6bbi egyenlGség jobb oldaldn szerepl tagokat! Az els6 tagban az integralas sorrendjét
felcserélve, majd parcidlisan integralva és felhasznalva, hogy ¢ kompakt tartoja, kapjuk, hogy

T T
/ / Eatgodxdtz/ / Edypdtdx :/
e JBgr(0) Br(0) Je Br(0)

T
B - [ atEsodt] dv =

_ /B i (—E(s,x)ap(s,x)— / T&Eapdt) da.

Most (??) masodik tagjat vegyiik szemiigyre, a 2. Green-formulét alkalmazva

T T T
/ / EApdxdt = / / AFE pdx + / (B0, — 0, Ep)do| dt = / / AFEpdxdt
&€ BR(O) 1> BR(O) 6BR(0) € BR(O)

adodik, ahol felhasznéltuk, hogy a peremintegral nullaval egyenld, hiszen supp ¢ C [T, T] x Br(0). (Emlékeztetiink ra,

hogy Green masodik tétele szerint u,v € C?(Q) fiiggvényekre a kovetkezd integréalatalakitas érvényes: / (uAv — vAu) =
Q

/ (ud,v—vd,u) do. Valojaban gomb helyett kockat véve, a Green-tétel helyett egyszertien kétszeres parcialis integralasrol
oQ
van sz0, amelyben a peremtagok eltiinnek.) Az el6bbi két atalakitast figyelembe véve kapjuk, hogy

T
(8) Tg(0wp) +Te(Ap) = lim <—/B o E(e,x)p(e, x) dz —/ /B (O)(atE — AE)pdx dt) =

e—0

E(e,x) dx—/

e—0

n

~ lim <—s0(5, 0) (o(e,2) — (e, 0) (e, ) da:) ,

R

ahol felhasznaltuk, hogy ¢ tartoja része a [—T,T] x Bg(0) halmaznak, ezért az integralasi tartomanyokban Br(0) helyett
R™ is irhato, tovabba E kielégiti a 0, FE(t,x) — AE(t,x) = 0 differencidlegyenletet, ha t > 0 és x € R™. Vegyiik észre,

hogy € — 0 esetén ¢(g,0) — ¢(0,0), tovabba a c) rész alapjan E(z,e)dx = 1. Ezenkiviil a (?7?) egyenl6ség masodik

RTL
integralja a Lagrange-becslés segitségével a kovetkez6 modon becsiilhets:

/ (ple,z) — p(e,0))E(e,x) dx| < / || -r%%x|g0’| -E(e,x)dr < const/ |z|E(e, z) dx =
n RTL :

n

1 / 1212 \/% 2
= const - ———— |x|e” %= dx = const - 7/ |n|e“"‘ dn,
2(/me)" Jgn (V)" Jgn

ahol az utolso 1épésben az n = Q\m—[ helyettesitést hajtottuk végre. Vilagos, hogy a fenti egyenl@ség jobb oldala const - 1/
€

nagysagrendt, igy € — 0 esetén 0-hoz tart. Mindezek alapjan
Te(0p) + Te(Ap) = —¢(0,0) = —do(¢p),

és éppen ezt akartuk belatni.

5. Legyenek a > 0 és b € R konstansok. Igazoljuk, hogy

+oo b2

[m b

/ e~ cos bydy =/ —e 4a.
oo a

Megoldas. Elgszor is gondoljuk meg, hogy minden a > 0 és b € R esetén létezik (és véges) a fenti integral. Valdban,
mivel |cosby| < 1, ezért az integrandusnak létezik integralhaté majoransa (nevezetesen e"‘y2). Vegyiik észre azt is, hogy a
specidlis b = 0 esetben az integral értékét konnyen meghatéarozhatjuk, hiszen (a 4. feladatban igazolt Gsszefliggés alapjan)

—+oo +oo
1
/ e*“dey = 7/ e dr = | .
o Vva J_o a

Az integrél kiszamitasahoz képzeljiik a fenti integralt a € R és b € R fiiggvényeként, és definidljuk az alabbi I: RT xR — R
fliggvényt:
+oo 5
I(a,b) = / e~ cosbydy.
— 00
Derivaljuk I-t a méasodik valtozoja szerint! A paraméteres integralok derivalasarol szolo tételt szerint, ha az integrandus
mésodik valtozé szerinti derivaltjanak 1étezik a paramétertdl fiiggetlen integralhaté majoransa, akkor az integral derivalasat



ugy végezhetjiik el, hogy az integrandust derivaljuk. Egyszerd szdmoléassal kapjuk, hogy 81,6"”’2 cosby = —ye’“y2 sin by.
Sztikitsiik le az I fliggvény értelmezési tartomanyat az [ag, +00) x R halmazra, ahol ag > rogzitett. Ekkor nyilvan a > ag

esetén ‘—y(f“y2 sin by‘ < |y|e’“0y2, amelynek improprius integralja konvergens (még a pontos értékét is meg tudjuk

hatarozni, hiszen meg lehet adni konkrét primitiv fiiggvényt), tehat a paraméteres integral derivalasara vonatkozo tétel
alkalmazhat6. Ebbél kovetkezSen

+o0 1 +o0
OpI(a,b) = / —ye*“y2 sinbydy = — / —2ayef“y2 sinby dy =

2a
1 5 —+o00 +oo 2
([e_ay sinby} - b/ e cos bydy) = _%I(a’b)'

— 00 — 00
2a Yy=—00 — 00

Ez azt jelenti, hogy az I fiiggvény az alabbi kezdetiérték-feladatot elégiti ki:

Ol(a,b) b _[x
S o RO

A kozonséges differencidlegyenlet mindkét oldalat (b szerint) integralva kapjuk, hogy log I(a,b) = —% + c¢(a), azaz I =
C(a)e*g, ahol C(a) egy a-t6l fiiggs konstans. A b = 0 helyettesitéssel, az I(a,0) kezdeti értéket felhasznalva

[m _¥
I(a,b): —e 4da
a

adodik. Jegyezziik meg, hogy a fenti gondolatmenet minden a > ag > 0 esetén, vagyis tetszéleges a > 0 esetén érvényes,
ezzel a feladat allitasat belattuk.
Megjegyezziik, hogy a feladatot megoldhattuk volna az alabbi egyszert észrevétellel:

+o0 o0 . 2 o0 N2 T b
/ e=" cos by dy = Re/ ey’ eiby dy = eibTaRe/ e(v-it) dy = \/>e 4a
—o0 —o0 —o0 a

ahol felhasznaltuk, hogy
+oo
/ e dy =, f u
oo a

minden z € C esetén, hiszen minden z € R valéban igaz, igy az unicitastételbél kovetkez&en minden komplex z esetén is
igaznak kell lennie.

*6. Legyen E: R"\ {0} - R

1
——log ||, han =2z e R?\ {0}
E(z) = 2m 1

"(n— 2w, |z["?

han >3,z € R"\ {0},

ahol w,, jeloli az egység sugari n-dimenziés gdémb felszinét.
a) Mutassuk meg, hogy E € L] _(R").

b) Igazoljuk, hogy AF(x) =0, ha x € R*\ {0}.

c) Bizonyitsuk be, hogy —AFE = ¢y disztribuci6 értelemben R™-en.

Megoldas. A feladat beadhato, ezért a megoldast nem arulom el.



