4. feladatsor
III. éves alkmat parcdiff 2019. tavasz

1. Legyen Q C R™ tartomany és ¢ € 2(2) adott.
a) Legyen ¢;(z) := sp(z) (z € Q,j € NT). Bizonyitsuk be, hogy ekkor ¢; — 0 Z(Q)-ban!

b) Legyen Q = R"™, tovabba ¢, (z) := ;go(ﬂ) (z € R™,j € N*t). Konvergens-e a (¢,) sorozat Z2(R")-ben?
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FRQY:
c) Legyen = R", tovabbé ¢;(z) := ;¢(jz) (x € R",j € N*). Konvergens-e a (g;) sorozat Z(R™)-ben?

2. Legyen 2 C R™ tartomany és f € L () fiiggvény.
a) Ertelmezziik a T: 2(£2) — R funkcionalt a kévetkezsképpen: Ty (¢) := / fe. Igazoljuk, hogy Ty nulladrendi
disztribucio! (Ty az f fliggvényhez tartozo reguléaris disztribucio.) .
b) Legyen u: (1) — R, amelyre u(p) = / f0”p, ahol B adott multiindex. Bizonyitsuk be, hogy u € 2'(2) és
véges rendd! Meghatarozza-e (m.m.) egyértelmien u az f fliggvényt?
3. Adott a € R™ esetén legyen 0,: Z(R™) — R, amelyre §,(¢) = ¢(a).
a) Bizonyitsuk be, hogy d, nulladrendd disztribucio! (J, az a ponthoz tartozé Dirac-delta disztribucio)

1

b) Bizonyitsuk be, hogy J, nem reguléris disztribicio, azaz nem létezik f € L; .

(Q) fiiggvény, amelyre §, = T.

4. Legyen 2 = (0,2), és értelmezziik az u: Z(Q2) — R funkcionalt a kovetkezd modon:
— (1
o) =30 ().
j=1

Igazoljuk, hogy u € 2'(Q)! *Véges rendti-e u?

5. Legyen f € C™(R™) tetszGleges. Mutassuk meg, hogy || < m esetén minden ¢ € CG°(R™)-re Tpayr(p) =
(=) Ty(09)!

6. Legyen u € 2'(Q) és o multiindex. Definialjuk u derivaltjat 0%u(y) := (—1)!*lu(9%p) modon. Bizonyitsuk be, hogy
0%u disztribucio!

7. Legyen a € R™. Hogyan hat egy ¢ € 2(R") fiiggvényre 0%0,7

—1,ha =z <0, 0. ha =<0
8. Vezessiik be a kovetkezd R — R fliggvényeket: abs(x) := |z|, sgn(z) := < 0, ha =0, és H(z) := {1’ ha o> 0’
1, ha x>0, ’ -
(az ugynevezett Heaviside-fliggvény). Bizonyitsuk be, hogy
a) Tihs = Tsgn
b) Tlp, = 260
C) T;—I = 50.

9. Van-e olyan u € 2'(R) disztribticié, amelyre v’ = §_1 + 617
10. Bizonyitsuk be, hogy az u(z) = H(x) sinz fliggvény disztribuci6 értelemben megoldéasa az u” +u = dg differencial-
egyenletnek (R-en).

%,ha zy >0

, . . o L |
0. kiilsnben. Adjuk meg a 01271 disztribtciot egyszertibb alakban!

11. Legyen f: R? — R, amelyre f(x,y) = {

12. Az n-dimenzios H: R™ — R Heaviside-fiiggvényt a kévetkezéképpen értelmezziik:
= 1,hax; >0 minden i=1,...,n-re,
H(z) = {0, kiilénben.
a) Bizonyitsuk be, hogy 0195 - - - O H = 6
b) Mutassuk meg, hogy 0,0, - - - 9,r = H, ahol

r(z) = T1To Ty, ha x; >0 minden i =1,... n-re,
0, kiilénben.

+oo
13. Legyen ¢ € 2(R?) esetén u(y) := / ©(0,y)dy. Igazoljuk, hogy
0

a) u € 2'(R?),
b) Oxu = (0,0
c) van olyan f € L _(R?), amelyre u = 9, Ty.

loc

*14. Az u € 2’(R) disztribtciora u’ = 0. Kovetkezik-e ebbdl, hogy u = ¢ valamilyen ¢ € R konstanssal?



