2. zh (A) feladatsor
III. éves alkmat parcdiff 2018. tavasz

. Oldjuk meg a kovetkezd parabolikus Cauchy-feladatot!
Opu — 0%u = th? R* x R-ben,
uw(0,z) = e** (x € R).

. Legyenek f € CH(R{ x R), g € C%(R) fiiggvények, melyek az z véltozéra nézve periodikusak valamely
p > 0 szerint. Igazoljuk, hogy ekkor a

0?u — d2u RT x R-ben,
u(0,z) = g(x) (v eR),
Opu(0,z2) =0 (x €R)

hiperbolikus Cauchy-feladat megoldésa is periodikus az = véltozoban.

. Legyen [a, b] tetsz6leges korlatos, zart intervallum, tovabba p € C1([a,b]), amelyre p(z) > m > 0 minden
x € [a,b] esetén és g € C([a,b]), ¢ > 0. Definidljuk az L: L?(a,b) — L?(a, b) operatort a kovetkezSképpen:

D(L) := {u € C*(a,b) N C*([a,b]): u(a) = 0,4/ (b) + u(b) =0, Lu € L*(a,b)}, Lu:=—(pu') + qu.

Igazoljuk, hogy ekkor az L: L?(a,b) — L?(a,b) operator szimmetrikus, azaz (Lu, V) 12(a) = (U, LV) 12(a,p)
minden u,v € D(L) esetén, tovabba L szigortian pozitiv, azaz (Lu,u)r2(ap) > 0 minden u € D(L), u # 0
esetén.

. Tekintsiik a hévezetési egyenletre vonatkozo klasszikus Cauchy-feladatot:

Ou—02u=0 R* x R-ben,
u(0,7) = gx) (x € R).

Mutassuk meg, hogy ha g péaratlan fiiggvény, akkor a feladat egyértelmi megoldasa is paratlan minden
rogzitett ¢ esetén.

. Legyen Q = {(z,y) € R?: 224 2x+y? < 1} C R? és oldjuk meg a kdvetkezé elliptikus peremérték-feladatot!

Au=x—3y Q-ban,
uloq = 2%+ y?

. Oldjuk meg a kovetkezs parabolikus vegyes feladatot!

dpu(t,z) — O2u(t, z) = te' sin(z) ((t,z) € RT x (0,m)),
u(0,z) = sin(z) — 4sin(2z) (z € [0,7]),
u(t,0) =u(t,m) =0 (t e RY).

. Legyen a > 0, és hatarozzuk meg a kiovetkezs operator sajatértékeit és sajatfiiggvényeit!

D(L) :={u € C*(0,a) N C*([0,a]) : v/(0) = 0, u(a) =0}, Lu:=—u"+2u.
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