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1. gyakorlat

Fiuggvények hatarértéke 1.

B Feladatok

1. A definici6 alapjan hatarozza meg az alabbi hatéarértékeket:

1 x?—1
I .
(a) a:lir(l) 1+ x’ <b> ac—1>I-iI-10<> 212 + 1’
( I xt 4+ 222 -3
c¢) lim

M. Kritikus hatarértékek vizsgalata. Fiiggvények hatarértékének a meghatarozasanal ,,sze-
rencsés esetekben” alkalmazhatjuk a hatarérték és a miiveletek kapcsolatara vonatkozo (igen
altalanos!) tételiinket. Ezek az eredmények akkor hasznalhatok, ha a tételben szerepls R-
beli A+ B, AB, A/B miiveletek értelmezve vannak. Ha valamelyik miivelet nincs értelmezve,
akkor a megfelels fliggvények hatarértékérdl altalaban semmit sem mondhatunk. Ezeket a
kritikus hatarértékeket roviden a

+o0 0

(+00) + (—00), 0- (+o0), T’ 5

szimboélumokkal szoktuk jelolni. Ilyen esetekben a sorozatoknal mar megismert ,, moédszert”
kovethetjiik: a kritikus hatarértéket ,,valamilyen modon” (alkalmas azonossagok felhaszna-
lasaval) megprobaljuk nem kritikus hatarértékké atalakitani.

2. Polinom hatarértéke. Legyen p(z) := ap+az+- - -+a,z" (z € R) polinom,
ahol oy, ...,a, € R és a,, # 0. Mutassa meg, hogy
(a) minden a € R esetén lim p(z) = p(a),

T—a

(b) lim p(z) = sign (o )(+00),

r—-+00

(c) lim p(x) = (—1)"sign (ay)(+00).

T—r—00

M. A (b) és (c) allitdsok tehat azt jelentik, hogy polinomok ,,viselkedését” a plusz/minusz végte-
len kornyezetében a polinom f6tagja (az anz™ tag, illetve még pontosabban az «, fGe-
gyltthato elGjele és n paritasa) hatarozza meg, azaz polinom hatéarértéke a £+ végtelenben
megegyezik a f6tag + végtelenben vett hatarértékével.

3. Szamitsa ki az kovetkezd hatarértékeket:

"—1
a) lim = (m,n=1,2,...),
z—=1 m — 1
2?2 — 51 +6 x? — 37+ 2
b) lim ———— li
()xﬁ%ﬁ—?xﬂo’ (C)xffooa:?'—?x?%x—l’
342224+ 11 2 203 + 322 + 23
(d) hma:—l—x—l— 3c+7 () lim x° +or” +

25400 2+ 3x+2 a5+o0 =313 — hx2 + 31z +1°



4. A ,gyoktelenités technikdjaval” hatarozza meg az alabbi hatarértékeket:
V1 —1 . I4+2—+v1—22
(a) lim virte-2 , (b) lim v v ,
z—0 T z—0 vi+z—-1

() lim 2= o5 ),

z—0 €T

B HAzi feladatok

1. A definici6 alapjan hatarozza meg az alabbi hatéarértékeket:
2
(a) li_>n%\/2x+5, (b) lim v —5r+6

2. Szamitsa ki az kovetkez8 hatarértékeket:

(a) lim ( ! & ) (b) lim ve-1-2

=1 \z—1 23—-1

B Gyakorl6 feladatok

1. A definici6 alapjan lassa be, hogy

(a) lim L =0= lim = han=1,23,...;

r—r+00 r—r—00
(b) Tim 3 han=1,35,...
2=0"" | = +00 han=2,4,6,..

1
(c) liH(l) x l—] , ahol [z] az © € R egész részét jeldli,
T—r X

(d) lim z(Va?+1-u1),

T—r+00

R/ —1 , x?
m=23 ), (f)lim-———
(m,n S O i e

3. Racionalis tortfiiggvények hatarértéke. Legyen p és ¢ polinom, a € R.
Vizsgaljuk a kovetkezd hatarértéket:

¥ p(z)

11m
T—a q(l‘

)
A lehetséges esetek: a = 00, a € R; q(a) # 0, ¢(a) = 0; egyoldali hatarértékek.



4. Milyen a,b € R mellett igaz az, hogy lim (\/x2 —z+1—(ax+ b)) =07

T—+400

5. Vizsgalja meg, hogy az alabbi fliggvényeknek az értelmezési tartomanyuk melyik
torlodési pontjaban van hatarértéke:

(a) R >z {z}, ahol {2} := = — [z] az x valés szam tort része,
(b) Ro>x+— x— {x},

22, hazeQ

(c) f(z) =
—z?, haz eR\Q,

1, hazeQ

(d) flz) =
0, hazeR\Q,

(e) Riemann-fiiggvény:
1
-, hax:]—)EQ\{O},(p,q)zl,qu,pEZ
q q
fx) = 1, haz=0

0, hazeR\Q

(itt (p, q) jeloli a p és ¢ szamok legnagyobb kozos osztojat).



2. gyakorlat

Fuggvények hatarértéke 2. Folytonossag.
Elemi fliiggvények

B Sziikséges ismeretek

e Adott fER =R, a €D}, A€ R esetén mi a definicidja a liénf =A
egyenléségnek?

e Adja meg egyenlGtlenségek segitségével a plusz végtelenben vett véges
hatérérték definiciojat.

e Mit tud mondani a hatvanysor Osszegfiiggvényének a hatarértékérsl?

e Definialja fiiggvény jobb oldali hatarértékét.

e Definialja az exp fiiggvényt.

e Definidlja az sin fiiggvényt.

e Definidlja az cos fiiggvényt.

e Definiédlja egy f € R — R fiiggvény pontbeli folytonossagat.

e Definialja a megsziintethetd szakaddsi hely fogalmat.

e Definialja az elsdfaji szakaddsi hely fogalmat.

B Feladatok

1.

A hatvanysor dsszegfiiggvényének a hatarértékére vonatkozo tétel alapjan lassa

be, hogy .
sinz _ -

lim
z—0 x

sinx
= 1 felhasznalasaval szamitsa ki az alabbi hatarértékeket:

A lim
r— xr

. .
(a) lim = (a,b € R\ {0}),  (b) lim — 2=

z—0 sin bx z—0 T

. l—cosz . tgx —sinx
(c) g —— (d) Jimy =—5—
A hatvanysorokra vonatkoz6 ismeretek alkalmazasaval hatarozza meg a kovet-

kez4 hatarértékeket:

. 1—-cosx : z
(a) lim —5—, (b) lim e,
() tim e, () tim &6 2T

z—0 x —sinz
Tegyiik fel, hogy az f € R — R fiiggvény folytonos az a € Dy pontban és

f(a) > 0. Mutassa meg, hogy ekkor az a pontnak létezik olyan kornyezete,
amelyben f csak pozitiv értéket vesz fel.



5. Az a € R paramétertdl fiiggden hatarozza meg az

22 —5r+6

—— h R\{2,5

2ot e ERA25)
f(z) = a, ha z =2

0, haz =05

fiiggvény folytonossagi, illetve szakadasi helyeit, valamint a szakadasi helyek
tipusait.

6. Bizonyitsa be, hogy minden paratlan fokszami, valos egytitthatos polinomnak
van legalabb egy valos gyoke.

B HaAazi feladatok

1. Szamitsa ki az kovetkezé hatarértékeket:
. sinbx — sin 3z e3r — v
(a) lim (b) lim

z—0 sin ’ z—0 T

2. Az o € R paramétertdl fiiggGen hatarozza meg az

24920 -8
5524_—%2’ haxER\{—l,Q}
T4 —x —
flz) = 0, haz = -1
Q, ha x =2

fiiggvény folytonosségi, illetve szakadési helyeit, valamint a szakadasi helyek
tipusait.

B Gyakorl6 feladatok

1. Bizonyitsa be a kdvetkez6 azonossagokat: barmely z,y € R esetén
(a) etV =¢e¥ - e¥,
(b) ch(z+y) =cha-chy+shx-shy,
(c) sin(x 4+ y) =sinz - cosy + cosx - siny.

2. Az f valos-valos fliggvény a € Dy pontbeli folytonosséga ekvivalens-e a kovet-
kezével

36 € RT, hogy Ve € RT és Va € Dy, |x —a| < J esetén |f(z) — f(a)] < e?

3. Az« € R paramétertdl fiiggGen hatarozza meg az alabbi fiiggvények folytonosségi,
illetve szakadési helyeit, valamint a szakadasi helyek tipusét:

x—17
() f@) = { o7 M ERAMT
Q, ha z =7,

e s, hazeR\{0}

CRCE



10.

Igazolja, hogy az

22 =vr+1
egyenletnek van legalabb egy megoldéasa az (1,2) intervallumban.

Igazolja, hogy az
Inz=e€"—3

egyenletnek van legalabb egy megoldéasa az (1,2) intervallumban.
Legyen f és g valos-valos fiiggvény.

(a) Lehet-e az f + g, fg, f/g figgvény folytonos az a € Dy ND, pontban,
ha az f és a g fliggvénynek az a pont szakadasi helye?

(b) Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos, a g fiiggvénynek pedig sza-
kadasa van az a € DyND, pontban. Lehet-e az f+g, fg, f/g fliggvény
folytonos a-ban?

Egy tibeti szerzetes egy nap reggel 7-kor elindul a kolostorboél a szokott 6svényen
a hegy tetején 1évd szentélybe, ahova este 7-kor meg is érkezik. Mésnap reggel
7-kor visszaindul ugyanazon az 6svényen a kolostorba, és este 7-kor vissza-
érkezik. Bizonyitsa be, hogy van olyan pont az 6svényen, amelyiken mindkét
nap ugyanabban az idében haladt at.

Tegyiik fel, hogy az f : R — R folytonos fliggvény hatarértéke mind +oo-
ben, mind pedig —oo-ben +o00. Igazolja, hogy ekkor f-nek létezik abszolit
minimuma.

Igazolja, hogy az f(z) := (1 + 2?)signz (z € R) szakadéasos fiiggvénynek az
inverze folytonos.

Mutassa meg, hogy a Riemann-figguény (1. az 5. oldalt) az irracionalis pon-
tokban folytonos, de a racionalis helyeken szakadésa van.



3. gyakorlat

A derivalt definiciéja. Derivalasi szabalyok

B Sziikséges ismeretek

e Mi a belsd pont definicioja?

e Mikor mondja azt, hogy egy f € R — R fiiggvény differencidlhaté valamely
pontban?

e Mi a kapcsolat a pontbeli differencialhatésag és a folytonossag kozott?

e Milyen ekvivalens atfogalmazast ismer a pontbeli derivalhatosagra a lineéris
kozelitéssel?

e Milyen tételt ismer két fiiggvény szorzatanak valamely pontbeli differenciél-
hatosagarol és a derivaltjarol?

e Milyen tételt ismer két fiiggvény hanyadosanak valamely pontbeli differen-
cialhatosagarol és a derivaltjarol?

e Milyen tételt ismer két fliggvény kompozicidjanak valamely pontbeli differen-
cialhatosagarol és a derivaltjarol?

A tovabbiakban gyakran alkalmazott megallapodasunk: Ha egy feladat-
ban szerepl$ fliggvény értelmezési tartomanyat nem tiintettiik fel, akkor azokban
az esetekben mindig olyan valés-valos fiiggvényrél van szo, amelynek az értelmezési
tartoménya R-nek az a leghGvebb részhalmaza, amelyen a megadott kifejezésnek
értelme van.

B Feladatok

1. A definici6 alapjan mutassa meg, hogy

(a) minden n = 1,2, ... természetes szamra (x”)/ =nz"! (z €R),
) (1) =-% wervio
x x?
2. Trigonometrikus azonossagok és a }lLin%] % = 1 hatarérték felhasznéalasaval a
%

definicié alapjan mutassa meg, hogy a sin fiiggvény minden x € R pontban
derivalhato és
sin'z = (sinz) = cosz  (x € R).

3. Szamitsa ki f'(z)-et, ha

(@) f@) =o' = o (b) f(a) = J2v/avE,
(c) f(z) := 2*sinw, (d) f(x):= %



4. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznéalva hatarozza meg f'(z)-et,
ha

(a) f(z):= (5ba?* + 3x)?18, (b) f(x) :=sin ——

(c) f(z) == Va3 + 2z +1, (d) f(x) = Vx+ .

5. Hol derivalhat6 az

fz): (z € R)

RS

fiiggvény? Ahol differencialhato, ott szamitsa ki a derivéltat.

B HAzi feladatok

1. A definici6 alapjan mutassa meg, hogy

/ 1
r) = ——= (x € (0,400)).
2. Trigonometrikus azonossagok és a }lLin% % = 1 hatéarérték felhasznélasaval a
—

definici6 alapjan mutassa meg, hogy a cos fliggvény minden x € R pontban
derivalhato és
cos'z = (cosx) = —sinz  (z €R).

3. Szamitsa ki f'(z)-et, ha

222 — 1 er
(a) f(z) = i (b) f(x) = T e
(©) f(z) = 37, (@ () = - +4/14 .

B Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsa ki f’(z)-et, ha

(a) f(z) = sin VI 25, (b) f(z) = (‘"”;—/21)3
o) f(z) = 1 _ sin(22?)
(c) flz) =~ FE d) f(z) = o030

2. Hol derivalhatok az alabbi fiiggvények? Ahol differencialhatok, ott szamitsa
ki a derivaltat.

(a) f(x):=[3z -1, (z€R), () f(z) =€kl (z €eR),
(¢) f(z):=2*(signz +sign |z — 1]) (z € R).



3. Tegyiik fel, hogy a ¢ : R — R filiggvény differencidlhato. Fejezze ki az f
fiiggvény derivaltjat g segitségével, ha:

(a) f(z) == 2%g(z) (z€R), (b) f(z) :=g(z*) (z€R),
() f(z) :=g*(x) (z €R), (d) f(z) = g(g(x)) (x€R),
(e) f(x) :==g(e") (z €R), (f) f(z) =) (z €R),
(g) f(z) = g(nz) (z>0),

(h) f(z) =nlg(x)] (x € R\{y|g(y) = 0}).

4. Legyenek f: R — R és g : R — Rt differencialhato fuggvények. Fejezze ki
N-t f és g segitségével, ha

_ @,
(b) h(z) := f(g(sinz)) (z €R),

(c) h(x) :=logs(9(x)) (x e R\{y| fly)=1})

10



4. gyakorlat

A derivalas technikija. Erintd

B Sziikséges ismeretek

e Mit jelent az, hogy egy fiiggvény jobbrol derivdlhats egy pontban?

e Milyen tételt tanult az inverz fiiggvény differencialhatosagarol és a derivaltjarol?

e Milyen allitast tud mondani hatvanysor Osszegfiiggvényének a
derivalhatosagarol és a derivaltjarol?

e Definidlja az exp fiiggvényt.

e Ertelmezze az In fiiggvényt.

e Mi az érint6 definicivja?

B Feladatok

1. A logaritmusazonossagok alkalmazasa utan szamitsa ki az
(x > —1)

fiiggvény derivaltjat.

Irja fel a fiiggvény grafikonjanak az zo := 0 abszcisszaju pontjahoz tartozo
érintGegyenesének az egyenletét.

2. Hatérozza meg f'(z)-et, ha
f(z):=(Inz)* (z>1).

3. Legyen « valés paraméter. Hol derivalhato az

f@) = {aw—l—xQ, x <0

x—2% x>0
fiiggvény? Ahol differencialhato, ott szamitsa ki a derivéltat.

4. Alkalmas fiiggvény differencialhatosagénak a definicidjara gondolva szamitsa

kia
o V16+h—2
lim —mm88
h—0 h
hatarértéket.

11



B HAzi feladatok

1. Irja fel az f fiiggvény grafikonjanak az a abszcisszaju pontjahoz tartozo érin-

tGegyenesének az egyenletét, ha

2. Szamitsa ki f'(x)-et, ha

f(x) == (24 sinz)*=*

B Gyakorl6 feladatok
1. Szémitsa ki f'(z)-et, ha
(a) () =
(©) f(a) = In(e~*sina),

(e) f(x) :=e"sinz,
= (2 + 2)%(z + 3)5,
1

In(sinz) — §sin®z,

V7
(m) f(@) = (a+3)
(0) f(a) = Vachz,

(x € R).

1 +sin’x - cosz,
Ve
(h) f(x) (sin®z) - cos z,

sin 222
3 —cos2z’

= €% + cos(e”),

=In (cos x) ,

(p) f(x) := sin? (ln(\/l + cos?x + 1))

2. Szamitsa ki f'(z)-et, ha

f(x) = (1 + €3I+1>5’32+1

(z € R).

3. Hol derivalhatok az alabbi fiiggvények? (a,b és ¢ valos paraméterek.) Ahol
differencialhatok, ott szamitsa ki a derivaltat.

l—ax, <0
o ax® + bx + c,
(@f@%—{&’ .

z <0

(Wf@%={ﬁ’ €Q

_I27 T € Q*7



4. Alkalmas fiiggvény differencidlhatosaganak a definicidjara gondolva szamitsa
ki a
sin(z — 1)
12 4+ 1 — 2
hatarértéket.
5. Tegyiik fel, hogy az f és a g valos-valos fliggvények, tovabbé a € int (Df ﬂDg).
Mit lehet mondani az f + g, illetve az f - g fliggvény a-beli derivalhatésagéarol,
ha

(a) f differencialhato a-ban és g nem differencidlhaté a-ban;

(b) f és g egyike sem differencialhat6 az a pontban?

6. Adjon meg olyan f,g: R — R fiiggvényeket és olyan a € R pontot, amelyekre
(a) g € D{a} ¢s f & D{g(a)}
(b) g & D{a} és f € D{g(a)}
(c) g & D{a} és f & D{g(a)}
teljestil, azonban f o g € D{a}.

13



5. gyakorlat

Monotonitas. Szélsdéértékek

B Sziikséges ismeretek

e Milyen elégséges feltételeket ismer differencialhaté fiiggvény
monotonitdsaival kapcsolatban?

e Milyen sziikséges és elégséges feltételeket ismer differencialhaté fiiggvény
monotonitdisaival kapcsolatban?

e Mit ért azon, hogy az f € R — R fiiggvénynek valamely helyen lokdlis
mazimuma van?

e Hogyan sz0l a lokalis szélsGértékre vonatkozd elsdrendi sziikséges feltétel?

e Hogyan sz0l a lokdlis szélsdértékekre vonatkozo elsdrendi elégséges feltétel?

e Irja le a lokdlis mazimumra vonatkozé mdsodrendd elégséges feltételt.

e Hogyan szol a Weierstrass-tétel?

B Feladatok

1. Vizsgélja meg monotonitas szempontjabol az alabbi fliggvényeket:

(a) f(x) :=2*(x = 3) (x €R),

(b) f(z) = 62 _16 (z e R\ {-2,8}),
(¢) f(z) :=xInz (z € (0,400)),
() f(z) :23_1% (xR, 2 £0, x4 —1).

2. Hatarozza meg az f fiiggvény
(a) a lokalis szélsGértékeit,
(b) az abszolut szélsGértékeit az A C Dy halmazon, ha
(ii) f(z) :=2' — 42>+ 10 (z € R), és A= [-1,4];
(iii) f(z) := (z €R), és A= [-3,2];

x
2 +1
. 200 )
(iv) f(z) =204+ — (0 <z < +00), és A= Dy.
x
B Hazi feladatok
1. Vizsgélja meg monotonitas szempontjabol az

fw) =S (R {0)

fliggvényt.

14



2.

Hatéarozza meg az

fiiggvénynek
(a) a lokalis szélsGértékeit,

(b) az abszolut szélsGértékeit a [—2,0] halmazon.

B Gyakorl6 feladatok

1.

Mutassa meg, hogy ha az f : (a,b) — R fliggvény szigortian monoton csokkend
(szigortan monoton névekeds), akkor az inverze is szigortian monoton cstkkend
(szigortan monoton noévekedd).

Mutassa meg, hogy ha f € D és f paros (paratlan), akkor f’ paratlan (paros).

Milyen p € R esetén van az 3 — 622 + 92 + p = 0 egyenletnek pontosan egy
valds gyoke?

Vizsgalja meg monotonitas szempontjabol az alabbi fliggvényeket:
(a) f(z) = 2¢"% (x € R),

(b) f(z) = e~ (z € R),
(c) f(z) =we™ (x €R),
(d) f(z):=In e (x >—1, z #0),

(e) f(x) = (z =3)vx (z €[0,+00)).

Hatarozza meg az f fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és lokalis szélsGértékeit,
ha

=a2% - 312+ 32+ 2 (z €R),
=% (v €R),
(¢) f(x) =2 —In(1+2) (x € (—1,+00)).
Szamitsa ki az f fiiggvény abszolit szélsGértékeit, ha
(a) f(z):=22%+32> — 122+ 1 (z € [-3,3]),
(b) f(x) := 22" (z € R).

Egységnyi keriiletid téglalapok koziil melyiknek legnagyobb, illetve legkisebb a
teriilete?

A 6x + y = 9 egyenletii egyenesen keressitk meg a (—3,1)-hez legkozelebbi
pontot.

Az y? — 2% = 4 egyenleti hiperbolanak mely pontja van legkozelebb a (2,0)
pothoz?

15



10. Hatarozza meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik atmegy a (3,5)
ponton és az elsé stknegyedbdl a legkisebb tertilett részt vagja le.

11. Legfeljebb mekkora lehet annak a gerendanak a hossza, amelyet egy 4 m at-
mérdji, kor keresztmetszet toronyba, egy a torony falan vagott 2 m magas
ajton at bevihetiink?

16



6. gyakorlat

Differencialhato6 fiiggvények vizsgalata

B Sziikséges ismeretek

[y

e Mondja ki a Lagrange-féle kizépértéktételt.

e Fogalmazza meg a derivaltak egyenlGségére vonatkozo allitasokat.

e Milyen elégséges feltételeket ismer differencialhaté fiiggvény monotonitdsaival
kapcsolatban?

e Mi a konvex fliggvény definicidja?

e Milyen ekvivalens definiciot ismer a konvexitésra?

e Jellemezze egy fliggvény konvexitdsdt a masodik derivaltfiiggvény segitségével.

e Ertelmezze az arc tg fiiggvényt.

Feladatok

Legyen f: R — R, f € D(R) és f' = f. Bizonyitsa be, hogy van olyan ¢ € R
szam, hogy
f(z) = ce” (z € R).

Mutassa meg, hogy

2
x—%<1n(x+1)<x (z € (0,400)).

Vizsgalja meg konvexitas és konkavitas szempontjabol a kovetkezs fiiggvényeket:
(a) exp,
(b) In,
() f(z) =2 (z€(0,400)), a € R,
Adja meg azokat a legb&vebb intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve
konkav. Van-e a fiiggvénynek inflexiés pontja?
(a) f(z) =223 —212*> + 36z (v € R),
(b) f(z):=In(2?+22+2) (z€R).
Szamitsa ki az alabbi fliggvényértékeket:

arcsin%, arc cos (—‘/75), arc tg 1, arcctg\/§.

T _

2 —y) (y € R) azonossag felhasznalasaval bizonyitsa be, hogy

A siny = Cos(

arc sin x + arc cos v = g (z € [-1,1]).

Milyen kapcsolat van az arc sin és az arc cos fiiggvények garfikonjai kozott?
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B HaAzi feladatok
1. Adja meg azokat a legbGvebb intervallumokat, amelyeken
f(x) =e* - (dx+1) (z€R)

fiiggvény konvex, illetve konkav. Van-e a fiiggvénynek inflexiés pontja?

B Gyakorl6 feladatok

1. Bizonyitsa be, hogy pontosan egy olyan x € R szam létezik, amelyre ¢* = 1+x.
2. Igazolja az aldbbi egyenlGtlenségeket:
(a) 1+z<e” (zeR\{0}),

T
— <1 1 R+
<b)1+x< n(r+1) <z (xeR"),

(c) \/1+x<1+g (z € RY),
(d) 1-2 <cosz (z€R\{0}).

3. Adja meg azokat a legb&vebb intervallumokat, amelyeken f konvex, illetve
konkav. Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?

(a) f(z):=€*—(dz+1) (z€R),
(b) flz) =1—-(x+1)° (z€R),
(¢) f(x):=2° -5z (z€R),
(d) f(z) :=x+sinz (z€R).
@) Ja) = 55— (@ER),

(F) fz) :==avB8—a? (l2] <2v2).

4. A ctgy = tg (% — y) (y € (O,7r)) azonossag felhasznalasaval bizonyitsa be,
hogy

arctgaz+arcctgx:g (xER).

Milyen kapcsolat van az arc tg és az arc ctg fiiggvények garfikonjai kozott?
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7. gyakorlat

Fuggvényvizsgalat

B Feladatok

1. Asiny =sin(m —y) (y € R) azonossag felhasznalasaval mutassa meg, hogy

X, ha z € [-7, 7]
] M

arc sin (sinx) = {

T 3T
T —x, hax€[5,7

arc sin (sin(x + 2k7)) = arcsin(sinz) (z € R, k € Z).
Ennek felhasznélaséval abrézolja az
R > & — arc sin (sinx)

fiiggvény grafikonjat.
2. Mutassa meg, hogy az

fx)=2+2, (reR)

fiiggvény invertalhato, f~1 € D, és szamitsa ki (f_l)/(2)—t.

3. DBizonyitsa be, hogy az
flx) =x+¢€" (x € R)

fiiggvény invertalhato, f=1 € D?, és szamitsa ki (f‘l)”(l)-et.

4. Van-e az f fiiggvénynek aszimptotaja (+o00)-ben, illetve (—oo)-ben? Ha igen,
akkor hatérozza meg.
(a) f(z):=2*+2% (z€R),

2

0) J@)i= oo @ ERV{1),

(x

B Hazi feladatok
B Gyakorl6 feladatok

1. Az arc cos (cosz) alkalmas atalakitasaval vazolja az
R 3 x — arc cos (cos x)

fiiggvény képét.
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Mutassa meg, hogy az f fliggvény invertalhato, és hatarozza meg az inverzét:

(a) f(x):=m — arccos i—l (z € [3.1]),

() (@) = tg (EE O (e g

Van-e az
2?49

f(@): (z € R\ {0})

fliggvénynek aszimptotaja (+00)-ben, illetve (—oo)-ben? Ha igen, akkor hatérozza
meg.

Van-e az f fiiggvénynek aszimptotaja (4o00)-ben, illetve (—oo)-ben? Ha igen,
akkor hatarozza meg.

(a) f(z) :=zln|z| (ze€R\{0}),
(b) f(z)=va2—2+1 (x€R).
Mutassa meg, hogy

T

arc tg x = arc sin

Bizonyitsa be, hogy

cos(arcsinz) = V1 —2a22  (z € [-1,1]),

tg (arcsinz) =

Bizonyitsa be, hogy minden = € R esetén

m — 2arctg x, ha z > 1

T
arc sin = 2arctg z, ha -1 <z <1
1+ 22
—m —2arctg x, hax < —1.
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8. gyakorlat

Elemi fuggvények. L’Hospital-szabalyok

B Sziikséges ismeretek

e Definialja a periodikus fiiggvényt.

e Definidlja a m szamot.

e Ertelmezze az arc sin fiiggvényt.

e Ertelmezze az arc cos fiiggvényt.

e Ertelmezze az arc tg fiiggvényt.

e Ertelmezze az arc ctg fiiggvényt.

e Milyen allitast ismer a (4+00)-beli aszimptota meghatarozasara?
o Irjale a % esetre vonatkozo L’Hospital-szabdlyt.

B Feladatok

e Elemi fiiggvények
1. Szamitsa ki az alabbi fliggvényértékeket:

arcsin%, arc cos (—*g), arc tg 1, arcctg\/g.

2. Asiny=cos (% —y) (y € R) azonossag felhasznalasaval bizonyitsa be, hogy

arc sin x + arc cos v = g (z € [-1,1]).

Milyen kapcsolat van az arc sin és az arc cos fiiggvények garfikonjai kozott?
e L’Hospital-szabalyok

3. Mutassa meg, hogy

xT

(a) ha a € (1,+00) ésn € N, akkor  lim 2 i

r—+oo "
(azaz: © — —+o00 esetén az a” fliggvény gyorsabban tart végtelenhez, mint z
barmely pozitiv egész kitevsji hatvanya);
In"
(b) ha n,m € N, akkor  lim

z—+oo g™

=0

(azaz: © — 400 esetén x barmely pozitiv egész kitevdji hatvanya gyorsabban
tart végtelenhez, mint In z barmely pozitiv egész kitevGji hatvanya).
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4. A L’Hospital-szabaly alkalmazasaval szamitsa ki az alabbi hatéarértékeket. (Min-
den egyes esetben allapitsa meg, hogy milyen tipusi kritikus hatarértékrsl van

sz0.)
2 —1 chx — cosz
A ilﬁl 202 —x —1’ (b) ilir(l) 2 ’
t — 1 1
(c) lim L,a;, (d) lim (— - >,

z—0 r — slnx z—=0\x e —1

: x . 2£C — 3 Zotl

(e) Tim () lim_ <2x - 5) :

5. Mutassa meg, hogy az alabbi esetekben a L.’Hospital-szabaly nem alkalmazhato,
¢és szamitsa ki a keresett hatarértékeket:
ch (z + 3) . x?sin?

1 T
(2) 2=+00 ch (x —3)’ (b) ;lvlgtl) tgx

A (b) feladatban figyeljilk meg, hogy a L’Hospital-szabaly azért nem alka-
Imazhato, mert a hH(l) g :Eg hatarérték nem létezik, pedig lign = fligng = 0,
T

ugyanakkor a lim H@) patarérték létezik.
x—0 g9(x)

B HAzi feladatok

1. A ctgy = tg (7—; — y) (y € (O,7r)) azonossag felhasznaldasaval bizonyitsa be,
hogy
arctgx—karcctgx:g (xER).

Milyen kapcsolat van az arc tg és az arc ctg fliggvények garfikonjai kozott?

2. Szamitsa ki a kovetkez8 hatarértékeket:

: : . : z—x2 . 2 _
(a) xl—lﬁlro sinz - Inz, (b) mgrllooe In(z®—2+1),

(¢) lim ( L _1), (d) lim (cosz)™.

z—0+0 \ arctgxr z—0+0

B Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkezs hatarértékeket:

xr _ ,sinz 1

. a L
(a) }slir(l) p (a>0), (b) glcl_ﬂf%x '

. shx—=x . 1 1
(c) glglg(l) x3 (d) i%(g B sinx)’
(e) hIJP rel/® — 1, (f) lim 2% %,

T—r+00 T—r—00

N .
i h) lim (—Inx)*.

() G
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2. Mutassa meg, hogy az alabbi esetekben a LL’Hospital-szabaly nem alkalmazhato,
és szamitsa ki a keresett hatarértékeket:
T —sinw x2sin %

lim —— i
(2) wﬁlgloo x +sinzx’ (b) alnlg(l) T
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9. gyakorlat

Teljes fliggvényvizsgalat

B Sziikséges ismeretek

e Milyen sziikséges és elégséges feltételt ismer differencialhato fliggvény
monoton novekedésével kapcsolatban?

e Milyen elégséges feltételt ismer differencidlhato fliggvény szigori monoton
novekedésével kapcsolatban?

e Irja le a lokdlis minimumra vonatkozé mdsodrendd elégséges feltételt.

e Mi a konver fliggvény definicioja?

e Milyen ekvivalens definiciot ismer a konvexitasra?

e Jellemezze egy fiiggvény konvexitdsdt a méasodik derivalt segitségével.

e Milyen allitast ismer a (+o00)-beli aszimptota meghatarozasara?

B Feladatok
1. Teljes fliggvényvizsgalat végzése utan vazolja az
f(z) = 2" — 42° + 10 (x € R)

fiiggvény grafikonjat.

2. Teljes fiiggvényvizsgéilat végzése utan vazolja az

flz)=e™ (x € R)

fiiggvény grafikonjat (az un. Gauss-gdrbe).

3. Teljes fiiggvényvizsgéalat végzése utan vazolja az

fa) =1 per\{-L1))

T 1

fiiggvény grafikonjat.

4. Teljes fliggvényvizsgélat végzése utan vazolja az
f(z) = 2" (x € (0,+00))

fiiggvény grafikonjat.

B HAzi feladatok

1. Teljes fliggvényvizsgalat végzése utan vazolja az

= (2 wery@

fiiggvény grafikonjat.
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2. Teljes fiiggvényvizsgalat végzése utan vazolja az
f(x) :=In(2* + 2z + 2) (x € R)
fiiggvény grafikonjat.
B Gyakorl6 feladatok

1. Teljes fliggvényvizsgalat végzése utan vazolja az

4x

f(x) :::p—l—2—$2+1

(x € R)

fiiggvény grafikonjat.

2. Teljes fiiggvényvizsgalat elvégzése utdn vazolja az

fl@)=ets  (zeR\{1})

fiiggvény grafikonjat.

3. Teljes fiiggvényvizsgalat végzése utan véazolja az

f@) = (z € R)

fiiggvény grafikonjat.
4. Teljes fliggvényvizsgalat végzése utan vazolja az
f(z) :=x —arctg (2z) (x € R)
fliggvény grafikonjat.

5. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot az alabbi fliggvényeken, és vazolja a grafikon-

jukat:
(a) f(z):=2—22%—2a3 (z € R),
(b) f(z) := 32" — 423 — 122% + 2 (x € R),
1
(c) f(z):= 2 —3) (z € R\ {0,3}),
@ f@)i= ot — (¢ € R\ {~1,0}),
(@) fla)=""7 (x € R\ {0)
r? -1
(f) f(z):= o (z € R\ {2,3}),

() f(z)=z+V1I-x (z < 1),
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(h) f(z) =va?2—z+1 (x € R),
(i) f(z) =224z (x > =2),
() f(z) =a2v8—ua? (2] < 2v2),
(k) f(z):=sin*z —2cosx (x € R),
) fla)=e (z € R),
(m) fa) =t (« € R),
(n) f(z):=In(z* - 1) (] > 1)
(0) fla):= 2 (> 0)
(p) f(x) :==zn|z[ (zcR\{0}),
_Ja*(2+sini), hazeR\{0}
(@) £lx) = {O wes
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10. gyakorlat

Taylor-polinomok és Taylor-sorok

B Sziikséges ismeretek

e Milyen allitast tud mondani hatvanysor 0sszegfiiggvényének a
derivalhatosagarol és a derivaltjarol?

e Mi a kapcsolat hatvanysor 6sszegfiiggvénye és a hatvanysor egyiitthatoi
kozott?

e Hogyan definiédlja egy fiiggvény Taylor-sordt?

e Mi a Taylor-polinom definicioja?

e Milyen éallitast ismer az In(1 4 z) hatvanysor elgallitasara?

e Milyen allitast ismer a binomaidlis sorra?

e Fogalmazza meg a Taylor-formula a Lagrange-féle maradéktaggal néven
tanult tételt.

B Feladatok
1. Irja fel a 22 + 522 + 3z + 1 polinomot az x + 1 hatvanyai szerint. A feladat

altalanositasaként mutassa meg, hogy ha p egy legfeljebb n-edfoki polinom és
a € R, akkor minden x € R esetén

" oM (a
pa) =3 Wy

2. Szamitsa ki az alabbi sor ¢sszegét a megadott intervallumon:

1+ 22+ 32% +42° + - +na" ' - (-1<x<1).

3. Fejtse 0-koriili hatvanysorba az arc tg fiiggvényt egy alkalmas intervallumon.

4. Trjafel az f fiiggvény a = 0 pont koriili n-edik Taylor-polinomjat, T, .(f, z)-et.
Adjon becslést az
/(@) = Thalf, )]
hibéra az I intervallumon, ha
(a) f(z) =vV1+ax (x€(-1,+0)), n=2, I[=1]0,1];
(b) f(z) =tgz (lz] <3), n=3, I=[—g 15]-

T 100 10

5. Hatéarozza meg /2/5 egy kozelits értékét, és becstilje meg a kozelités hibéjat.
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B HAzi feladatok

1.

Irja fel az

fl@)=V1+z  (z€(-1,400))
fliggvény 0 pont koriili méasodik Taylor-polinomjat, T (f, z)-et. Adjon becs-
lést az

|f(x) = Top(f, @)

hibéara a [O, ﬂ intervallumon.

B Gyakorl6 feladatok

1.

Irja fel az alabbi f fiiggvények a = 0 pont koriili n-edik Taylor-polinomjat, és
hatarozza meg, hogy a megadott I intervallumon mekkora hibaval kozeliti meg
a Taylor-polinom a fiiggvényt:

(a) f:=sin, n=4, I:=[-3,1],
(b) f(z):=In(l+2z) (¢>-1), neN, I:=[-1, 1]

Szamitsa ki e-nal kisebb hibaval az alabbi szdmokat a Taylor-formula fel-
hasznalasaval:

(a) e (e=1073), (b) sin1® (e =107%),
(c) cos9° (e =1079), (d)In1,2 (e=1073).
Bizonyitsa be, hogy az
1
e +2, hazxeR\{0
o) \ {0}
0, haxz =0
fiiggvény végtelen sokszor derivalhaté az R halmazon, és f(™(0) =0 (n € N).

Adja meg a kovetkezs fiiggvények 0 pont koriili Taylor-sorat:

(@) f(0) = s (€ R\ {2,3)),

(b) f(z) :=sin*z (x € R),
1
(c) flx) = a—a2 (z € R\ {1}).

Milyen intervallumon allitja el a Taylor-sor a fliggvényt?
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11. gyakorlat

Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

B Sziikséges ismeretek

e Definialja a primitiv fiiggvényt.

e Adjon meg olyan fiiggvényt, amelyiknek nincs primitiv fiiggvénye.

e Mit jelent egy fliggvény hatarozatlan integralja?

e Milyen allitast ismer a primitiv fiiggvények szaméaval kapcsolatban?

e Mit mond ki a primitiv fliggvényekkel kapcsolatos parcidlis integrdlds tétele?

e Hogyan sz6l a primitiv fiiggvényekkel kapcsolatos elsd helyettesitési szabdly?

e Fogalmazza meg a primitiv fliggvényekkel kapcsolatos mdsodik helyettesitési
szabdlyt.

B Feladatok

1. Hatérozza meg az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat:

(a) f(z):=62?—8x+3 (z €R),

(b) f(z):=

2

T
N (z € R),

() f(z) :=1/zv/zyz (2 € (0,+00)).

2. Az elst helyettesitési szabaly alkalmazaséval szamitsa ki a kovetkezd hatarozat-
lan integréalokat:

(a)/ Qi3dx (z € R),

12

(b) /sin3xcosxdx (z € R),

(C)/ d dr (z € (0,400)).

z-Inx

3. A parcialis integralas szabalyat alkalmazva szamitsa ki az alabbi hatarozatlan
integréalokat:

(a) /(x2 + 2z —1)e *dzx (z €R),
(b) /621 sinzdr (z € R),
(c) /lnxdx (z>0).
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4. Szamitsa ki az
/\/1 —22dz  (z€(-1,1))
hatarozatlan integralt
(a) parcialis integralassal,

(b) az alabbi azonossag felhasznalasaval:

2 — 1 — 2 - xQ T
21—z _er\/l Vg (z € (-1,1)).

B HaAzi feladatok

1. Szamitsa ki az aldbbi hatarozatlan integralokat:

1 1 o
(a) cos%tmdx (356(_575))7

(b) /ﬁdm (z € (0,+00)),

+In"z)

(c) /005(21: +1)-e¥2dz (z €R).

B Gyakorl6 feladatok

1. Szamitsa ki a kdvetkes hatarozatlan integralokat:

cos’x — 5

(a) ()i_mdﬂﬁ (e (-5.3))
8xr + 14
d R
/(222 + Tx + 8)3 v (r€R).

() /xln%d:p (z e RT),

dc
(d) /3$2+12x+16 (z € R).

2. Szamitsa ki az
/\/1+x2da: (z € R)
hatarozatlan integralt
(a) az x =sht = g(t) (¢t € R) helyettesitéssel,
(b) parcialis integralassal,

(c) az alabbi azonossag felhasznalasaval:

2V1+x? =
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12. gyakorlat

Hatarozott integral

B Sziikséges ismeretek

e Mi az also kozelit Gsszeg definicioja?

e Mi a Darboux-féle also integrdl definicioja?

e Mikor nevez egy fliggvényt (Riemann)-integralhatonak?
e Adjon meg egy példat nem integralhato fiiggvényre.

e Definiédlja az [a, b] intervallumon a primitiv fiiggvényt.
e Hogyan sz0l a Newton—Leibniz-tétel?

B Feladatok

1. Szamitsa ki az aldbbi hatérozott integralokat:

@ [0

b) /_V“ dx

s w24 4x 45

(c) / e sin x dz,
0
In2
(d) / ver — 1dx (alkalmazza az x = v/e* — 1 helyettesitést),
0
w/2
(e) / sin® z dz,
0

(f)/ e " . cos® wdu.
0

2. Bizonyitsa be, hogy

1 w/4
/arctgxdm—{—/tgxdx—%.
0 0
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