Az 1. zh témakorei

1. feladat. Legyen

2 -2
A= : R,.
{3:1:2 v2 € }
Hatarozza meg sup A-t és inf A-t. Van-e az A halmaznak legnagyobb, illetve legkisebb eleme?

Megoldas. Mivel minden x € R szamra
?-2  3B2°+2)-%2-2 1 8 1

322 +2 3x2 +2 3 3 3a242

ezért
" Lols 111 1
3 3 3:0+2~3 3 312+2 3

A halmaz tehat korlatos: —1 egy alsé és % egy fels6 korlat.
A halmaznak van legkisebb eleme, ez az x = 0 értékhez tartozé —1 szam, tehat
min A =inf A = —1.
(x)-bdl sejthetd, hogy X
sup A = 3
Bizonyitas:
(i) 5 egy felsd korlat, 1. (x)-ot.
(i) Megmutatjuk, hogy 3 a legkisebb fels§ korldt, azaz

% —2 1 8 1 1
(**) Ve >0-hozdzxeR: m:§—§m>§—€
Legyn € > 0. Ha x € R, akkor
1 8 1 1 8 1 o 178
3 33212 3 ° T 3 322°° 777 >33 2):

1 /8
ezért (k) példdul az x = g\/j valasztassal teljesiil, tehdt sup A = %
€

Mivel sup A € A, ezért a halmaznak nincs legnagyobb eleme. B

2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az
20 — 1
= eR\{-1
f@) =" (@eR\{-1})
figgvény invertdlhato. Hatdrozza meg a Dy-1 és az Ry-1 halmazokat, illetve x € Dy-1 esetén

Y x)-et.

Megoldas. Célszerii elészor elvégezni a kovetkezo atalakitast:

2r—1 2xz+1)-3 3
(#) 1@ =235 Tt1 o1 @ERVEL
Az invertalhatésag igazolasa: Legyen z,t € Dy. Ekkor
3 3
=ft) =2———=2———=12a=t
() = f(0) e e

és ez azt jelenti, hogy f invertdlhato.



Az inverz elBallitasa: (#) alapjan sejthetd, hogy
R;=R\{2}.
Ennek igazolasa:
(i) Ry C R\ {2} nyilvanvald, mert (#) alapjan Vo € Dy esetén f(x) € R\ {2}.
(ii) Forditva:
R\ {2} C Ry <= Vye R\ {2}-hoz Jz € D;: f(z) =y.
Ez azonban igaz, mert

3 3 I+y
pr1 VT T e Ty
és x # —1 miatt x € Dy; ezért R\ {2} C Ry.

(i) és (ii)-bdl kovetkezik, hogy Ry = R\ {2}.

A fentiek alapjan f inverze az

flx)=y < 2-

14y

f_l(y)zﬂ (y e R\ {2})

fiiggvény. W

3. feladat. frja fel az fog és a go f kompoziciot a kévetkezd fiigguények esetében:

flz)=vV1l—a (x€ (—00,1)) és g(z) :=2* (z €R).

Megoldas. fog:
Dioy={x €D, : g(x) e Ds} ={z R : 2 < 1} =[-1,1],

(fog)(@)=flg(x)) = f(z®) = V1-2a?  (z€[-11]).

gof:
Doy ={x€D; : f(z) €Dy} ={x € (—00,1] : VI—2€R} = (—00,1],

(gof)(x):g(f(a:)):(\/1—36)2:1—9(; (me(—oo,l]). [ |

4. feladat. Sejtse meg az
n? —2y/n — 3n
Qp 1=
2n? +1
sorozat hatarértékét, majd a definicio alapjdn bizonyitsa be a sejtését.

Megoldas. Az

(n € N)

] 2 3
_n*=2yn—-3n ndon
n o 2 - 1
2n* +1 24 —
n
atalakitds alapjan a
sejtés: lim(a,) = 1.
Bizonyitas: Azt kell megmutatni, hogy
2-2yn—-3 1
Ve > 0-hoz dng €N, Vn >ng, n e N-re: r vn n——<€.

2n? +1 2
2



Rogzitsik az € > 0 szamot. Ekkor

n?—2yn—3n 1 ‘—4\/_—671—1‘_671—1—4\/5—1—1<6n+4n+n<12n 3

— 2| = = <.
o2 + 1 2 2(2n% + 1) 22n2+1) = dn? —dn? n o °

Az utols6 egyenlGtlenség teljestl, ha n > %, ezért az

n?—2yn—3n 1

2n? +1 2

<€

3 3
egyenlotlenség fennall, ha n > ny := {—} + 1. (Az e > 0 szdmhoz tehat [—] + 1 egy ,,jo”
€ €
kiiszobindex). W

5. feladat. Szdmitsa ki a kovetkezd sorozatok hatdrértékét:

vnt—n4+1

n=12...);
n? —+/n+2 ( )

(a) a, :==

(b) by :=n+3—-—vn2—-2 (n=2,3,...);

o 21711 + (_3)n+2 +4n
(C) Cn = 22n+1 + n33n—1

Megoldas. (a) A szamldlét és a nevezdt leosztjuk n?-tel:

(n=1,2,...).

1
*—wr 1—$+

ay, = :
—vn+2 1 _ /
Mivel
1 .
nl_l}l_il_loo = 0 (k=3,4) és nl_l)llloo VI, = VA, ha lim(z,) = A,

ezért a szamlaloban levé sorozat 1-hez, a nevezOben levo sorozat 1-hez tart. A hanyadosuk
hatarértéke tehdat 1, azaz

lim(a,) = 1.
(b) Most gyoktelenitéssel alakitjuk at a sorozat tagjait megadd kifejezést:

n+3+vn?—2
by=n+3—-—vn2—-2=(n+3—-vn?2-2)- =
( ) n+3+vn?—2

11
C(n+32-(2-2)  6n+11 6+ —
n+3+vn?—2 n+3+vn2—2 1+3+ ) 2
n n?

Mivel lim(1/n) = 0 és lim(1/1 — % ) = 1, ezért a konvergens sorozatok sszegére és szorzatdra

vonatkozo tételeink alapjan a szamldléban levé sorozat 6-hoz, a nevezoben levo sorozat pedig
2-hoz tart. A héanyadosuk hatarértéke 3, ezért

lim(b,) = 3.
3



(c) A kovetkez6 atalakitasokat végezziik el:

2 1\" 3\"
R T = G
2. 4n —n33n Log (2
+ 3” 2+ 3n (4)

Mivel lim(¢g") = 0 és lim(n®q¢™) = 0, ha |q| < 1, ezért a szdmldldban levd sorozat 1-hez, a
nevezében levé pedig 2-hoz tart, ezért a hanyadosuk hatdrértéke 1/2, azaz

1
lim(c,) = 5 [



